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Capitulo 1

Introduccion

Este es un trabajo de investigacion sobre la gravedad. En la vida cotidiana se
perciben diversos fendmenos sistemaéticos, inherentes a nuestro entorno y a la na-
turaleza en general. Ejemplos de estos fenémenos son los ciclos del dia y la noche,
las estaciones del afio y la famosa intuiciéon de que (en las inmediaciones de la tierra)
"todo lo que sube tiene que bajar". Los tres anteriores son fenémenos producidos por
la gravedad. Al ser estos efectos los predominantes a escalas humanas, junto con los
fenémenos electromagnéticos, han sido desde siempre motivo de curiosidad para la
humanidad.

A lo largo de la historia, se han postulado posibles respuestas a nuestras inquie-
tudes fundamentales, en particular a las causas de los fenémenos gravitatorios que
se observan en la naturaleza. Durante el siglo XVI, Nicolas Copérnico postul6é un
modelo heliocéntrico del universo, el cual, como su nombre lo sugiere, considera a
la tierra, demds planetas y estrellas girando alrededor del sol. A principios del si-
guiente siglo, Galileo Galilei realiz6 diversos experimentos relacionados a la caida
libre de los cuerpos, asi como distintas observaciones astronémicas, que le permitie-
ron confirmar el modelo heliocéntrico. Koyré, 1979.

Apoyado en los modelos anteriores, Johannes Kepler estudié (también a princi-
pios del siglo XVII) las trayectorias de los planetas en el sistema solar, estableciendo
sus tres leyes de movimiento planetario. Con una visién mucho mds general, Isaac
Newton formulé sus leyes de movimiento, publicadas en 1687. Dichas leyes des-
criben el movimiento de las estrellas, planetas y satélites, pero también describen
el movimiento de los cuerpos en la tierra. Con base en la mecénica de sus tres le-
yes, Newton postul6 su teoria de la gravedad, denominada Teoria de la Gravitacion
Universal. Rooney, 2013 . La primera parte de este trabajo consiste en una revision
detallada de la gravedad Newtoniana aplicada al problema Kepleriano de ¢rbitas
planetarias. De lo anterior, naturalmente, se obtendran las leyes de Kepler.

A pesar de los éxitos de la teorfa de gravedad formulada por Newton y de la re-
volucién en la concepcién humana del universo que dicha teoria supuso, existen
observables que no tienen descripcién dentro de ella. Uno de estos fenémenos con-
siste en la precesion de las 6rbitas, como la observada para la 6rbita de Mercurio.
Mas de 200 afios después de la publicaciéon de la teoria de gravedad Newtoniana,
Albert Einstein publicé su teoria de la gravedad en 1915. La llamada Teoria de la
Relatividad General estd basada en una mecéanica relativista, desarrollada también
por Einstein en 1905.

La relatividad de Einstein supuso otra revolucion en la concepcién humana del
universo. A pesar de sus resultados poco intuitivos, esta teoria tuvo sus primeros
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éxitos al poco tiempo de ser publicada. Entre las pruebas cldsicas se encuentra la
descripcién de la precesion en las 6rbitas y la observacion de luz deflectada debido
a la presencia del sol. La segunda parte de este trabajo de investigaciéon, que com-
prende los capitulos 2 y 3, consiste en el desarrollo de los aspectos principales de
la Relatividad General, la definicién de los objetos matematicos en los que esta ba-
sada y la forma de operar con ellos para la obtencioén de las ecuaciones de campo
de la teoria. Se desarrollara la solucién mads sencilla para las ecuaciones de campo,
propuesta en 1916 por Karl Schwarzschild, contenido recopilado y presentado por
Chandrasekhar, 1986 . Se aplicara la solucién de Schwarzschild al problema de 6rbi-
tas planetarias, para finalmente calcular la precesién del perihelio de mercurio.

Hoy en dia, a poco mds de cien afios de la Relatividad General, se siguen observando
fenémenos predichos por ella. Ejemplos de ello son la deteccién de ondas gravita-
cionales por LIGO (Laser Interferometer Gravitational-Wave Observatory) Abbott
y col., 2016 y la observacién de la sombra de un agujero negro por EHT, 2019 (Event
Horizon Telescope). Estas observaciones han consolidado a RG como la teoria més
satisfactoria para describir los fenémenos de la gravedad; sin embargo, a pesar de
sus éxitos, existen algunos fendmenos que no encajan en esta descripcién. Con la
relatividad general no es posible modelar la forma acelerada en que el universo se
expande, ni las curvas de rotacién de galaxias. Ademas, existen dificultades para
describir esta teoria a nivel cudntico. Lo anterior, entre otras cosas, impide su des-
cripcion conjunta con las demds interacciones fundamentales, descritas por el Mo-
delo Estandar de Particulas Fundamentales.

En la actualidad, la humanidad se encuentra tratando de resolver la misma pregun-
ta ;Coémo describir los efectos de la gravedad? En orden de responderla, se siguen
diferentes lineas de investigacion. Con el objetivo de desarrollar la teoria cuantica
de la gravedad, se tienen formulaciones como las de Loop Quantum Gravity, Bo-
dendorfer, 2016, o Teorfa de Cuerdas, Polchinski, 1994, cuyo objetivo es describir a
la gravedad como fuerza fundamental. Por otro lado, existe la propuesta de que la
gravedad no es una fuerza fundamental, sino emergente. Dicha idea fue propuesta
por Verlinde, 2011, quien, realizando una analogia con las fuerzas entrépicas que
emergen en experimentos de polimeros con bafios de calor, considera a la gravedad
como una fuerza entrépica. Siguiendo esta idea, la descripcién de la gravedad se
hace en un marco mecénico estadistico, por lo que no es necesario cuantizarla.

Para este trabajo, en la parte final se realiza un analisis de las ideas de Verlinde,
que permiten obtener la ley de gravitacion universal de Newton a partir de una en-
tropia. Como desarrollo central, se propondrad una entropia especifica, para la cual
se obtendra la interacciéon entre dos particulas. Utilizando dicha interaccion clésica,
se desarrollard el problema de 6rbitas planetarias, obteniendo una ecuacion general
para la precesion de las 6rbitas, con la cual se calculara la precesion para la 6rbita
de Mercurio. Este resultado se cotejard con lo observado y con lo predicho por RG.
De este cotejo se obtendran, como resultado principal, restricciones a los pardmetros
libres de la entropia propuesta. Siendo la principal motivacion de este trabajo, la va-
lidacién de los términos propuestos como correcciéon a la entropia para este sistema,
revisar la consistencia de esta propuesta con la observacién y explorar la concepciéon
de la interaccién gravitatoria que este modelo alternativo ofrece.
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Gravedad Clasica

La mecanica de Newton, junto con su teoria de gravedad, fue hasta principios
del siglo XX, la teorfa mds exitosa para describir el movimiento de los cuerpos y
los astros. Publicada por Newton en Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, esta
basada en tres leyes de movimiento:

1. Sobre los marcos de referencia inerciales, considera que una particula en repo-
so o movimiento rectilineo uniforme, permanecerd en ese estado, a menos que
una fuerza acttie sobre ella. Con ello queda establecido que los observadores
de esta teoria son todos inerciales.

2. La ecuacion para la fuerza F que siente una particula de masa m en la posicién
r, es proporcional a su aceleracién ¥

F = mf. (2.1)

3. Establece que la fuerza experimentada entre dos particulas 1y 2, en posiciones
r1 y 12, respectivamente, es de la misma magnitud, pero de sentido opuesto

F(|I‘12|)TA"12 = —F(’I‘12|)1’>21. (22)
Donde el vector que conecta ambas particulas es rjp = r; — 12 y el vector uni-
. X rn—n
tario es, por lo tanto, #1p = ———.
1 — 1

Newton describi6 la interaccién gravitatoria entre dos particulas de masa my y my,

mediante la ecuaciéon C
myma .
F - T}’. (2.3)
Donde r es la magnitud del vector que conecta ambas particulas y # su vector

unitario. G es la llamada constante de gravitaciéon universal, la cual ha sido determi-
Nm?

nada experimentalmente y tiene un valor aproximado G = 6,674 x 10~ 11 ke

Como puede observarse en las ecuaciones anteriores, Newton formul6 su teoria con
base en el calculo diferencial. Para obtener la ecuacién de movimiento de un sis-
tema, las ecuaciones a resolver en mecdnica cldsica son, por lo general, ecuaciones
diferenciales de segundo orden. Esta teoria puede ser tratada en un formalismo La-
grangiano o Hamiltoniano, los cuales se basan en una descripcién de la energia del
sistema.

El Lagrangiano
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donde T y V son las energias cinética y potencial del sistema, respectivamente, des-
cribe la interaccién del sistema y con él pueden obtenerse las ecuaciones de movi-
miento, mediante la ecuacién de Euler-Lagrange

oL d (dL
o~ (an) = 0
Donde g; son las coordenadas generalizadas. El Hamiltoniano, se escribe en términos
del Lagrangiano como
H = pigi — L, (2.5)
oL
En lo que resta de este capitulo se desarrollara el problema de los dos cuerpos en

mecdanica clasica, utilizando un formalismo Lagrangiano, con base en la notacién y
secuencia publicada por Thornton y Marion, 5ta ed.

donde p; son los momentos generalizados p; =

2.1. Fuerza central

En un sistema de dos particulas, se denomina fuerza central a aquella que actta
sobre el vector que conecta los centros de masa de dichas particulas, siendo este vec-
tor el tinico pardmetro del que depende la fuerza.

En el escenario en que se tienen dos particulas interactuando bajo una fuerza central,
se define un vector de posicién para cada particula respecto del origen y un vector
que las conecta. Dichos vectores cumplen la relacion

rp) =1 —1n=t, (2.6)

donde 11 es el vector que conecta los centros de masa de las particulas 1 y 2, con
posiciones ry y 12, respectivamente. Generalmente esta fuerza se describe en funcién
del vector ry> .

La fuerza central posee las siguientes caracteristicas:

= La magnitud de la fuerza entre particulas es igual en ambos sentidos, pues
teniendo r;p = —ry; y utilizando la tercera ley de Newton (2,2):

F(|r12|)f12 = —F(|r12])P21 = —F(|r12]) (—712).

» Es una fuerza conservativa, pues puede expresarse como el gradiente de un
potencial
dv, 1dv, 1 do,
F = — = — — 7 —_— 79 —— ,
Vo (drr + r do + rsend dcp('b)
entonces, de la definiciéon de fuerza central, que es independiente de los dngu-

los, se tiene
do
F(r)p = ——*,
(nF = -5

»
o(r) = —/F(r)dr.
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2.2. El problema de dos cuerpos

Para el problema de dos cuerpos bajo un potencial central, se tienen 6 grados de
libertad (las tres componentes espaciales de cada particula). Al ser el centro de masa
(CM) la cantidad que relaciona ambas particulas, conviene describir al sistema en
términos de la posicién de éste,

myr1 + mory
my + mo '

Si se escribe la relacién anterior en términos del vector que une los centros de masa
r, las posiciones de las particulas se escriben como

my mi

rn=R+—"—r, n=R——r. 2.7
! my + my 2 my + my @7
Entonces, el Lagrangiano para este sistema es
1, 1 |
L=T-V= Emlr% + Emzrg —o(r). (2.8)
Donde v(r) es el potencial. En términos de la ec. (2,7)
1 ) 1 niy ) 1 -2 1 mq .
L=-mR + = —moR” 4 = 2 —
M +2m1 <m1m2>r —|—2m2 —|—2m2 <m1m2> o(r)
- 1 .2 1 mqmyo .
= 2(ml+m2)R +2 <m1+m2>r2 o(r).
Luego, definiendo
nimip
M= , = ",
R K my + my
como la masa total y masa reducida, respectivamente,
1. .- 1 .
= L= MR+ Eyrz —o(r). (2.9)

Puede observarse de la ecuacién anterior que R es una coordenada ciclica (que
no aparece explicitamente en el Lagrangiano) por lo que, en la ecuacién de Euler-
Lagrange (2,4)
d (dL d, .
— | == | = 5z (MR) =0, 2.10
it () 00 e
= MR = cte = Pg.

Reescribiendo la cantidad de momento lineal Pg, se obtiene
Pr = MR = (m; +mz)R = p; + p,.

Puede verse que el momento lineal total es conservado, lo que implica que el centro
de masa se mueve a velocidad constante.
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Con base en el principio de relatividad de Galileo, es posible fijar el sistema de re-
ferencia sobre el centro de masa, definiendo la posicién de éste como el origen en la
ecuacion de movimiento, donde

R(t) = Ro+ Ro(t — tg) = 0.

Por lo que, los vectores posicion de la ec. (2,7) se vuelven

2 p=— 2.11)

rn=——-r,
mi + my mi + my

Entonces, (2,9) se reescribe como

L= %yi‘z —o(r), (2.12)

De la ecuacién anterior, si se considera el caso mp >> my:
i —r, rn —0, U — my.
El problema se reduce al de un solo cuerpo orbitando alrededor del origen.

Por otro lado, si se deriva la definicién del momento angular

L=rxp,

:>d—L—v>< +rxF
ar P ’

Considerando los productos vectoriales de la ecuacién anterior, v X p se anula, dada
la definicién del momento lineal, donde v es paralelo a p. r X F se anula al ser el caso
de una fuerza central, donde r es paralelo a F. Entonces

L

= =0 (2.13)

Si el momento angular se conserva, como en la ecuacién anterior, la dindmica del
sistema puede describirse sobre un plano, por lo que es conveniente reescribir la
posicion r en un sistema de coordenadas polares.

x = rcos0, y = rsenf.

El Lagrangiano (2,9) para este sistema coordenado es
1 .
L= Ey(# +7%6%) —ov(r), (2.14)

donde ahora 6 es una coordenada ciclica (que no aparece explicitamente en el La-
grangiano), entonces

Py = cte,

"%
= ur’f =1, (2.15)

que es la expresion para el momento angular conservado, en coordenadas polares.

En este punto, si se considera el drea de barrido, como se observa en la siguiente
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imagen

rit) \
r(t)

FIGURA 2.1: Area de barrido.
se puede escribir la relaciéon
1
dA = ~r*d6.
5 r
Derivando esta ecuacién respecto del tiempo,
dA 1 ,d0 1 ,.
_ = = _ = — 9/
it 2 a2
la cual se denomina Velocidad areal. Finalmente, usando (2,15)

dA [
—_— = —. (2.16)
dt  2u

Esta ecuacion indica que la velocidad de drea es una cantidad conservada, es decir,
que el movimiento del sistema abarca dreas iguales para tiempos iguales. La afirma-

cién anterior es conocida como la Segunda Ley de Kepler.

2.2.1. Energia del sistema
Escribiendo (2,14) en el formalismo Hamiltoniano, usando (2,5)

1 P
E = Sui* + 5—5 +o(r). 2.17
M+ g T o) (217)
Donde E es constante, pues el Lagrangiano no depende explicitamente del tiempo.
Si se identifica el primer término del Hamiltoniano como la energia cinética, en-
tonces se considera al segundo término como parte del potencial. Dicho término es
denominado potencial centrifugo. La fuerza ejercida debido a este potencial es

00, 12
FC = —VUC - _y = W/
la cual, en términos de (2,15) '
F. = uré?, (2.18)

es la denominada Fuerza centrifuga.

El potencial completo es denominado potencial efectivo
lZ
Voff = 3 +o(r).
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. . . . k
Ahora, si se considera un potencial central atractivo de la forma v(r) = ——, donde
r
k es una constante genérica, al graficar el potencial efectivo se obtiene lo siguiente

Energy

Bus?

FIGURA 2.2: Potencial efectivo

Noétese que la energia minima del sistema es la energia para el punto minimo del
potencial, el cual se denota v,,;,. Dado que la energia cinética siempre es mayor o
igual a cero, no existe un caso como E < v,,;,. Para los demds casos, de (2.2), se tiene
lo siguiente:

» Si E=0y, — r=r3 Elmovimiento describe 6rbitas de radio fijo.

" Si Ui <E<O0 —  1uin <7 < Tpax. Elmovimiento descrito es de 6rbitas
con un radio delimitado entre un valor méximo y uno minimo.

mSi E>0 — ryun <r<oo. Laodrbitadescrita tiene un radio caracterizado
tnicamente por una cota inferior.

Los dos primeros casos representan estados ligados y el dltimo representa un estado
no ligado.

2.2.2. Ecuaciéon de movimiento

En orden de obtener la ecuacién de movimiento, primera integral de la energia,

se reescribe (2,17) como
lZ

2
- —F— _
2;41’ 2ur?

=2 [E " v(r)] ,

o(r),

wl|o 2u?

. 2 5
=7 =24/=[E—0(r)] (2.19)
H
Por conveniencia, se escribe la trayectoria como una funcién 6(r), para después in-
vertir y obtener una trayectoria r(6), entonces

}lZT’Z :

o dodr 6

dr — dtdr 7’
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Luego, usando (2,15)

de = izl.dr.
ur> v

Finalmente, sustituyendo (4,9) en la relacién anterior,

Ldr

2
4o = W —, (2.20)
I
2
:i:\/y [E—o(r)] — 7;421’2

que es la ecuacion diferencial a resolver.

. o k .y
Se resuelve el caso de un potencial atractivo tipo v(r) = — yse toma la raiz positiva

en el denominador, entonces

—dr
-0 T 2
d6 — / 1 1, 2.21)
b0 n o k 2o?
[y (£+7) ‘y]

con el valor fijo 6y = 0. Luego, se introduce la variable

1 d
u=- = du= ——Zr
r r
Entonces ]
u —ﬁdu
6= A 2.2 %’
min 2 Z u
—(E+ku) — —-
z W
u
g | / du (2.22)
V 2,“ Umin lz
E+ku — —u?
2y
Noétese que la ecuacion anterior tiene la forma de la siguiente integral

/ dx _ 1 arcsin (_2ax +b ) +c
vax2+bx+c \—a Vb? — 4ac ’

para a < 0. Para el caso de la ecuacion (2,22), la solucién se escribe como

2
Lu—k

0 = —arcsin —Viz —C.
k2 + lj

H
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2

Lu—k
=sin[—(0+c)] =— r -

k2_|_217E

Utilizando la propiedad impar de la funcion seno y eligiendo la constante ¢ = g, se

obtiene -
sen (9 + E) = cos(0),
2
lku -1
= cos(0) = K
- 2PE
pk?
Finalmente, se definen los términos
12 2E?
= — =4/14+ —=. 2.2
x i € + e (2.23)

como latus rectum y excentricidad, respectivamente, los cuales se identifican con las
propiedades geométricas de la curva. Por lo tanto, la ecuacién de movimiento es

% =1+ ecosé. (2.24)

La trayectoria de una particula en este sistema es la ecuaciéon para secciones conicas,
en coordenadas polares y con foco en el origen.

2.2.3. Andlisis

Tomando diferentes casos para la energia en relacién con la excentricidad de las
curvas €, definida en (2,23), se tienen los siguientes resultados:

»Si E=0vy, — €=0 — latrayectoriadescribe una circunferencia.
=S5 v, <E<0 — 0<e<1 — Latrayectoria describe una elipse
msi E=0 — e=1 — Latrayectoria describe una parabola.

»Si E>0 — e€>1 — Latrayectoria describe una hipérbola.

El primer par de casos corresponde a estados ligados y el segundo par, a estados
no ligados. Al compararse con lo observado para érbitas planetarias, se deduce que
éstas pertenecen al segundo caso, es decir, que las trayectorias de los planetas des-
criben elipses. La afirmacién anterior se conoce como la Primera Ley de Kepler.

Para los casos de estados ligados, donde 6 € [0,27), se obtienen los radios méxi-
mo y minimo de la ecuacién de movimiento

Tmin = 1(0 = 0) =

Ymax = 1’(9 - 7‘[) -
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El semieje mayor se define como

1 . x k
@ = g rwin - wee) = T2 = gy

y el semieje menor,
o l

Vi—e  J2lE|

Para describir el periodo de revolucion, se escribe la segunda ley de Kepler (2,16)

como una integral en el tiempo,
T A
/m:w/dA
0 I Jo

Siendo el drea de la elipse A = mab y sustituyendo los valores de los semiejes en la
integral,

b=

S S S

l I "2|E| 2u|E]|

_ Hip-3/2
= nk\/;|E| .

Por otro lado, los parametros de la elipse cumplen también la relacion

b= +ua.

Utilizando esta tiltima, junto con la definicioén de g, se tiene finalmente

5= a’. (2.25)
Conocida como la Tercera Ley de Kepler.
De la Ley de Gravitacion Universal, se toma el valor k = Gmymy. Utilizando el 1i-
mite m; << my, donde m; es la masa del sol M), se tiene que para el sistema solar
3

) 4ma
- GMg’

T

En resumen, mediante el tratamiento cldsico de una fuerza central general para un

e k . - .
potencial tipo v = ——, la ecuacién de movimiento resultante es la ecuacién de sec-
r

ciones cénicas. Luego, mediante la evaluacion cualitativa del potencial efectivo en
funcién de la energia, se obtiene el tipo de trayectoria seguida por una particula en
este sistema.

Como se mencioné durante el desarrollo, del tratamiento de este problema surgen
las tres Leyes de Kepler:

1. Los planetas se mueven en 6rbitas elipticas con el sol en uno de sus focos (ana-
lisis de excentricidades).

2. El 4rea barrida por unidad de tiempo, por el radio que va del sol a uno de los
planetas, es constante (2,16).
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3. El cuadrado del periodo de un planeta es proporcional al cubo del semieje
mayor (2,25).
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Capitulo 3

Relatividad General

La teoria de gravedad con la que se modela al universo hoy en dia es la Rela-
tividad General. Dentro de la formulacién clasica existen trasformaciones entre ob-
servadores inerciales que dejan invariantes a las ecuaciones de movimiento, llama-
das transformaciones de Galileo. Dichas transformaciones, introducidas por Galileo
Galilei en 1638, inducen cambios entre sistemas de referencia desde los cuales las
ecuaciones de movimiento aparecen equivalentes. Més de 200 afios después, James
Clerk Maxwell publicé sus ecuaciones para la descripcion del electromagnetismo,
donde establecié que los campos eléctricos y magnéticos se propagan a la velocidad
de la luz. Mas tarde, en 1887, con el experimento realizado por Michelson y Morley,
se establecio que la velocidad de la luz tiene un valor finito, el cual se aproximé a
3 x 108Z,

Tratando de generalizar la invariancia de las ecuaciones de movimiento a transfor-
maciones entre observadores no inerciales, descritas por las transformaciones de
Lorentz, se observé que las ecuaciones de Maxwell cumplian con dicha invariancia,
pero no las de Newton. En orden de establecer una formulacién consistente, Einstein
desarroll6 en 1905 la teoria de la Relatividad Especial, bajo lo siguientes postulados:

» Las ecuaciones de movimiento deben ser invariantes bajo transformaciones
entre observadores no inerciales.

= Ningtn cuerpo puede viajar a una velocidad mayor a la de la luz en el vacio.

Después, con el objetivo de formular una teoria relativista de la gravedad, Eins-
tein establecié varios principios sobre el comportamiento de los cuerpos en presen-
cia de campos gravitatorios, que interactdan con las particulas mediante su masa.
La masa inercial de una particula es la que se opone al movimiento y que aparece en
la segunda ley de Newton (2,1). La masa gravitacional es la relacionada con la inter-
accion de una particula con un campo gravitacional. En esta definicién puede dis-
tinguirse entre la fuente del campo gravitacional, denominada masa gravitacional
pasiva y la masa encargada de interactuar con el campo, llamada masa gravitacional
activa. En la teoria Newtoniana se utiliza la masa inercial y la masa gravitacional
de manera indistinta, aunque no tendrfa por qué ser asi. Mediante una serie de ex-
perimentos pensados, Einstein demostré que las dos clasificaciones para la masa,
inercial y gravitacional, se refieren a la misma cantidad fisica, estableciendo asi el
principio de equivalencia.

Con base en el principio de equivalencia y en la relatividad especial, Einstein desa-
rroll6 su teorfa relativista de la gravedad, publicada en 1915, donde se considera al
espacio y al tiempo como un solo ente denominado espacio-tiempo. Esta teoria fue
desarrollada utilizando un formalismo tensorial. Con en objetivo de entender la con-
cepcién de la interaccién gravitatoria de la relatividad general, durante este capitulo
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se introducirdn los conceptos fundamentales de esta teoria, con los cuales se trabaja-
rd para obtener las ecuaciones de campo y su solucién para el sistema mds sencillo.
La secuencia y notacion utilizada durante este capitulo estd basada en la utilizada
por d’Inverno, 1998.

3.1. La métrica

Se define a la métrica como un tensor covariante de rango 2 aplicado para esta-
blecer el intervalo (distancia) entre dos puntos cercanos o eventos,

ds? = gubdx”dxh, (3.1)

donde ds? es el elemento de linea y g, es la métrica. Este tensor es simétrico y tiene
determinante

g = det(gap)-

Sila métrica posee determinante distinto de cero, existe su inversa, la cual es definida
como

Zabg" = & (32)
Siendo &; la delta de Kronecker. La derivada covariante de la métrica es

Ve&ab = 0c8ab — Thegar — T4 Q) (3.3)

donde la conexién afin es representada por el simbolo de Christoffel de segunda
especie

be = %gad(abgdc + 9c&bd — 9agc)- (3-4)
Entonces, utilizando las dos ecuaciones anteriores
Vegab = 9c&ab — %gde(aagec + 9c8ae — De8ac)§db — %gde(abgec + 9c8be — 9e8bc)Sad
= 0cab — % [0} (0agec + Oc&ae — OeSac) + 67 (0p&ec + Ocbe — 0e8nc)]
= 9c8ub — %(aagbc + 9c8ab — 9bgac + Obgac + 9c8ba — daghc)
= 0c&ab — %(286gba)‘

Por lo tanto
Vg = 0. (3.5)

Luego, si se introduce este resultado en la ec. (3.3),
dc8ab = Tegap — T 8ad- (3.6)

Puede entonces escribirse el siguiente Teoremal: Si V, denota la derivada covariante
respecto de la conexién afin, la condicién necesaria y suficiente para que la derivada
covariante de la métrica se anule, es que la conexién afin sea la conexién métrica
dada por (3/4).

Considerando la relacién (3,2), puede verse que

Vg™ =0, (3.7)
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V.o = 0. (3.8)

Ahora, se introducen los tensores constituidos por derivadas de la métrica:

Tensor de Riemann
Rpeq = 9Ty — 9al'ye + Tpalee — Tyl 3.9)
Tensor y escalar de Ricci

Ry =R R = ¢"R,,. (3.10)

c
acb’
Tensor de Einstein

1
Gap = Rap — EgabR- (3.11)

Teniendo las definiciones anteriores, se escribe el Teorema 2: La condicién necesaria
y suficiente para que la métrica sea plana es que el tensor de Riemann se anule en
todos los puntos de la variedad.

Una métrica plana siempre puede diagonalizarse con entradas £1. Este tipo de mé-
trica cumple
0cgap = 0. (3.12)

Se sigue entonces, de su definicién, que para métricas planas, I';, = 0.

3.2. Densidades tensoriales

Se define el concepto de densidad tensorial como aquel objeto que transforma
como tensor y que tiene como factor una potencia del Jacobiano,

a... wax/a axd C...
ox¢ " ox’t
x[l
donde el Jacobiano es | = iR la potencia w es denominada peso. Facilmente,

puede observarse que el producto de dos densidades tensoriales de pesos w; y w»
serd una densidad tensorial de peso w; + w».

La derivada covariante de una densidad tensorial es
V3" =93 4 173" — wr? 3" (3.13)

Como puede observarse, esta derivada tiene los términos usuales de la derivada
covariante de un tensor, menos un término proporcional a su peso w. En particular,
paraelcasow = lyc = a:

V3" =9,8" + 18,30 - 1737,

= V,3% = 0,3 (3.14)
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Para continuar estableciendo las propiedades del tensor métrico, se escribe su cam-
bio ante las transformaciones de coordenadas x* — x'*:

9x¢ 9x?
Sap(¥) = ngcd(x)- (3.15)

Luego, tomando el determinante de cada lado en la ecuacién anterior,
/ 2
§ =73

De esta ecuacién puede notarse que el determinante de la métrica es una densidad
escalar de peso 2. Para todo el desarrollo que se hara a continuacién, se usard una
métrica de signatura negativa, por lo que, para asegurar que la transformacién de
los determinantes sea positiva, se escribe

(-¢) = J*(—g)-
tomando la raiz cuadrada de la ecuacion anterior
(=82 =](=9)""2 (3.16)

Evidentemente, la cantidad (—g)l/ 2

considerando (3.14) se escribe

Vo [(—9)"2T] = a, [ (—g)'/*T] .

es una densidad escalar de peso 1, entonces,

Ahora, se analiza el caso para una matriz general A = g4;;, cuya matriz inversa esta
definida por
ANT Al
(bij) = ( a) _ A p ), (3.17)

donde a = det(A) y Al es la matriz de cofactores.
Fijando el indice i para el determinante,

n
a = Z Ell‘]'Al].
j=1

Luego, tomando la derivada parcial con respecto de a;; en la ecuacién anterior,

da

= A (3.18)
aa,‘]'

Si se repite el proceso para cada i, puede verse que la ecuaciéon anterior se cumple de
manera general. Entonces, escribiendo el determinante como funcién de las coorde-
nadas,

k
a=a(a;(x")).
Derivando parcialmente la relacién anterior, respecto de x*:
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da _ da da;j _ Al-]-aaij
oxk  dajj dxk oxk’

donde se ha utilizado la ec. (3,18). Entonces, utilizando (3,17),

aa ..aai'
it Y
dxk ab dxk

Aplicando el resultado anterior a la métrica, se tiene
9c8 = 88" 0cZab, (3.19)
y sustituyendo (3,6),

9cg = 88" (T4.8ap — T .8aa)
= g0aTd. + goird.
=2gI7..

Por otro lado, siendo g una densidad escalar de peso 2, su derivada covariante es
Vg =09.8 —28T7%..
Finalmente, utilizando los resultados anteriores, la derivada covariante de g es
V.g=0. (3.20)
y, de la misma forma, para la densidad escalar de peso 1,

d(—g)"/* = Vc(—g)"? =0. (3.21)

3.3. Isometrias

Continuando con la derivacién de herramientas para construir las ecuaciones de
campo, se analizan las transformaciones de la métrica y, en particular, las transfor-
maciones bajo las cuales permanece invariante.

Se dice que la métrica g, es invariante ante la transformacién x* — x’, si
ap(X) = gav(x),

para toda coordenada x°. Dicha transformacién es denominada isometria.

Escribiendo explicitamente la transformacion general para g,

9x’¢ 9x'
Sap(x) = ngéd(x)/

se tiene que la transformacion x* — x’* es una isometria si

axlc axld
Sap(x) = Wﬁgcd(x,)/ (3.22)
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es decir, si cambian las coordenadas, pero no la relaciéon de distancia entre ellas. Para
simplificar la condicién anterior, se considera la transformacién infinitesimal

x" — X" = x" +eX?,
donde e << 1y X” es un campo vectorial. Derivando esta transformacion, se obtiene

ox"” d
ﬁ = (X" +eX") = 5} + 9, X" (),
y, sustituyendo en la transformacién (3,22),

Sup(x) = (65 4 €0, X) (87 + €9, X¥) gea (x° + eX°).

Luego, usando el teorema de Taylor para la métrica g.; de la ecuacién anterior, se
obtiene

8av(x) = (05 + €3, X) (6] + €3pX?) [gea(x) + X Degea(x) + ...
=gqm(x)+e [Xgaegab + $aadp X4 + gbdaaXd} +0(&?),
al renombrar los indices en el dltimo término. Permaneciendo a orden ¢,
X°0e&up + 8aa0p X + 540, X* = 0.

Notese que los elementos obtenidos para esta ecuacién, son los términos de la deri-
vada de Lie Lxgp.
Finalmente, cambiando las derivadas por derivadas covariantes,

Lxgu = Xevegab + gudvad + gbdvaXd =0,
y usando el resultado (3,5)
Lx8a> = Vi(aaX?) + Va(gpaX?) = 0.

Por lo tanto
Lxga = VaXp + VX, = 0. (3.23)

Esta ecuacion es conocida como ecuacién de Killing. Las soluciones X“ para dicha
ecuacion (campos de Killing) son los que dejan invariante a la métrica.

Se establece entonces el Teorema 3: Una isometria infinitesimal es generada por un
vector de Killing X?(x) que satisface

Lx&a = 0.

3.4. Ecuacion de Palatini

En orden de simplificar el tratamiento de las ecuaciones, se elige trabajar en un
sistema de coordenadas geodésicas en el que I';, = 0 para un punto P.

En este caso, la derivada covariante se vuelve

V.T" = 9,T?, (3.24)



Capitulo 3. Relatividad General 19

y el tensor de Riemann (3,9), se vuelve
Se considera ahora una variacién a la conexién de la siguiente forma
be = The = Tje + 6T,
lo que induce el siguiente cambio en el tensor de Riemann
Rieq = Rpeg = 0c(Tpy + 6T4) — 9a(Ty + 0T7,)

= Rgcd + 5Rgcd'

Utilizando la ecuacion (3,24), se escribe R}, como

Dado que la ecuacién anterior es tensorial y usando el hecho de que toda ecuaciéon
tensorial debe cumplirse en cualquier sistema de referencia, se establece la ecuacién
de Palatini

ORpeq = Ve(0l54) — Va(dTy), (3.26)

para un punto arbitrario. Contrayendo los indices a y ¢ de la ecuacién anterior,

ORps = Va(6Ip4) — Va(oIy,). (3.27)

3.5. Restricciones diferenciales a las ecuaciones de campo
Se busca que la Lagrangiana de la teoria . dependa de la métrica y sus derivadas

2 = Dg(gab/ acgub, adacgab/-n).

Z debe ser una densidad escalar de peso 1, para escribir la accién integral (que es
un escalar) como

I— / 2d0, (3.28)
Q

sobre una region () de la variedad. d() es una densidad escalar de peso -1.

Del principio de accién estacionaria se establece que al hacer variaciones arbitrarias
de la métrica que resulten anularse en la frontera 0(), la accién debe ser estacionaria,
es decir

Sab = Sab + 08w, = I — 1+,

con
6l =0. (3.29)
De (3,28) se puede escribir

5.
51 = / < 5o dQ),
a 5gab gﬁb

y definiendo
gpab — %
5gab
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= 5 = / P5gdQ = 0. (3.30)
O

Dado que la variacion de la métrica y la regién de integracién son arbitrarias, para
la integral anterior debe cumplirse

£ = 0. (3.31)
Otra de las propiedades de .#* es que es un tensor simétrico al depender de g;.

Ahora, se realiza una variacién en g,,, mediante un cambio de coordenadas en la
region (). Considerando la transformacién infinitesimal de coordenadas

Xt ¥ = x4 eX(x),
donde X?(x) es un campo vectorial suave que se anula en la frontera de Q) y el

parametro ¢ << 1.
Del desarrollo en la seccion de isometrias y, en particular, del resultado (3,23)

08ab = —Zex&ab = —€(VpXa + VaXp).
Sustituyendo la relacién anterior en (3,30),
51 = /Qzﬂh [—e(Vy X, + VaX,)] dQ = 0,
= 6= —2¢ /Q L(VyX,)dQ = 0,
dado que .Z" es simétrico. Luego, usando
V(LX) = V(L)X + £V, (X7,
= 61 =2¢ /Q Vo (2) X0dO) — 2 /Q V(2 X,)dQ = 0.

Puede verse en el segundo término de la ecuacién anterior, que 2"’ X, debe ser una
densidad tensorial de peso 1. Entonces

2¢ / V(™) X,dQ = 2 / (L X,)dQ, (3.32)
o) o)
dada la condicién (3,14). Utilizando el teorema de la divergencia
[ atds, = [ a3, (3.33)
a0 O
se reescribe la ec. (3,32) como
2 / LUKAS, = 2 / 9, (L™ X,)dO.
a0 Q
Luego, sabiendo que el campo X, se anula en la frontera 0(),

= 2 / 9y (L) X,d Q) = 0,
Q
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utilizando (3,31). finalmente, considerando que la region Q) es arbitraria, asi como el
campo X, se concluye
vV, L% = 0. (3.34)

Teniendo los resultados anteriores, se propone el Lagrangiano més simple que puede
construirse con un tensor de peso 1 y que dependa de la métrica:

L(gw) = (—g)"% (3.35)

Utilizando la ecuacion (3,18), se tiene

ag b
= a . 3.36
) 2ab 88 ( )

Con la misma relacién para (—g)!/?, se tiene

A(—=g)'* a(-g)'*a(-g)

ag”b a(_g) agab
1 _
= 5(=8) 7" (-8)8"
1
= Egab/
definiendo
(=) " =" (337)
Puede verse que
si "g’ﬂ(gab) = (—8)1/2, = g aﬁ — lgab £0.
agﬂb 2

Esta condicién es una contradiccién a (3,31), por lo tanto

Z(ga) # (—8)"%

Finalmente, dado que las derivadas covariantes de (—g)'/?

y "’ se anulan,
Ve = 0. (3.38)

El siguiente Lagrangiano mds sencillo que puede proponerse (y con el que se traba-
jard de ahora en adelante) es

ZL(8w) = (—8)'°R, (3.39)

conocido como Lagrangiano de Einstein.

3.6. Ecuaciones de campo

Se utilizard el formalismo de Palatini, donde se escribe el Lagrangiano de Eins-
tein como funcién de la métrica y una conexién arbitraria

Zc =46 (gab/ FZC’ adrgc)'
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donde, el Lagrangiano (3,39) se escribe como

L6 = 4"Ry
= " (3.TG, — 04T, + T, I, — T4 T}
9 ( clap d ad+ ab* cd ac bd)/

dada la definicién (3,37).

La variacién del Lagrangiano se realiza en dos partes. Primero se considera la va-
riacién a ¢°:

51 = /Q 54 R ,d Q) = 0.,
Debido a que la regién Q y la variacién 63° son arbitrarias, el tensor de Ricci debe

cumplir
Ry = 0. (3.40)

Si R, cumple lo anterior, entonces R = 0y, de la ec. (3,11),
Gap = 0. (3.41)
Entonces, su derivada covariante
VeGg = 0. (3.42)
La ecuacién anterior es la denominada ecuacién de campo para el vacio.

Ahora, se toma la variacién respecto de FZ -

ol = / 5R pd Q) = / 4V (8TS,) — V,(3T<,)dQY,
O Q

de la ecuacién (3,27). Reescribiendo la ecuacién anterior como integracion por par-
tes,

o = [ [Vela™oTsy) = Vels™)oTs, — Voo™ 0Tse) + Ve(s)oTs, | a2

Luego, con un procedimiento andlogo al de la seccién anterior, se escriben los tér-
minos primero y tercero como integrales de superficie, mediante el teorema de la
divergencia (3,33), los cuales se anulan en la frontera d(). Quedando

o = [ [Vela™)ars, = Ve(s™)ers, ] 0
_ /Q [(60Vag™ = Veg™)aTs, | dO.

Dado que la variacién de la accién debe anularse para un volumen arbitrario, el
argumento de la integral

07 Vay™ — Veg™)olg, =0,
ab

y como el tensor I}, es simétrico en los indices inferiores, solo la parte simétrica de
la ecuacién entre paréntesis se anula, es decir

1
5 00V ag™ = 57V ag) — Vg™ = 0.



Capitulo 3. Relatividad General 23

Para que la relacién anterior se cumpla, debe cumplirse V.q?’ = 0, condicién que
ocurre solo si V.g,, = 0, como se vi6 en las secciones anteriores. Entonces, del Teo-
rema 1 se deduce que I';, debe ser la conexién métrica.

Ahora, para obtener las ecuaciones de campo con fuentes, se agrega un término de
interaccion al Lagrangiano

1:/($G+k$M)dQ.
Q

Considerando que el Lagrangiano depende de la métrica y sus derivadas, se hace
la variacion respecto de la métrica. Usando los resultados (3,31) y (3,41), se puede

escribir s
G _ _(_\1/2 Gab
(5gab ( g) 4

y en analogia con el caso para el Lagrangiano de Einstein

5L
(Sgab

(—g)l/ZkTab,
donde T% es el tensor de energia momento.

Finalmente, siendo que el argumento de la accién debe anularse y dividiendo por
—(—¢)'/?, se obtiene
G™ = kT, (3.43)

Esta es la ecuacién de campo con fuentes

3.7. Limite Newtoniano

Teniendo las ecuaciones de campo de la teoria, es necesario compararlas con las
correspondientes en el régimen Newtoniano y revisar su consistencia. Para ello, se
realizan ciertas aproximaciones, expuestas en esta seccién, donde se utilizan unida-
des no relativistas.

Se asume que existe un sistema de coordenadas privilegiado

(x*) = (xO, X! x?, x3) = (xo, x*) = (ct,x,y,2),

en el que la métrica difiere ligeramente de la métrica de Minkowski 7
8ab = ap + €hap + O(€?). (3.44)

También se asume que la velocidad de las particulas en el sistema es pequefia com-
parada con ¢

=, (3.45)

donde e << 1.
Considerando que en un intervalo de tiempo ¢, un cuerpo se mueve una distancia
ox*, con velocidad v, se cumple

v
ox™ ~ vt ~ Ecét ~ 260,
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Entonces
€ 1

oxr " ox0

Usando la relacién anterior, para una funcién de las coordenadas, f se escribe

of (3.46)

Eax"‘ ox0”

Es decir que las derivadas respecto a la coordenada temporal son de orden ¢, multi-
plicado por las derivadas respecto a las coordenadas espaciales.

Para una particula de prueba, libre, con velocidad v y en una linea de mundo x* =
x*(T), se cumple la ecuacién de geodésicas

d?x* dxt dx°
F + ZCEE =0. (34.7)

Luego, por definicién, se tiene
2dt? = ds?,

= 2dt? = Pd® — dx® — dyz —dz?
= dt*(* — %)
=P (1 —¢?),
utilizando (3,45). Entonces
dt?
dt?

Permaneciendo al orden més bajo en ¢ y tomando la raiz cuadrada,

%1—1—82—1-...

dt

=1L (3.48)

Por lo tanto, puede realizarse el cambio T — t en (3,47). Luego, utilizando (3,46)

dx”
T O(e), (3.49)

y para la conexién métrica (3,4)

s 1

be = 5(77“” + h™) [ctpa + €dchpg + Optfed + €dph—0atpe — €dahpc] -

Los términos de la forma 9,14 se anulan dado que 7 es plana,

1
= Tj. = 51"e(@chy + dpheg — daltye) + O(e?). (3.50)
Entonces
be = O(e). (3.51)
Ahora, considerando la parte espacial de (3,47), donde a = «

1d%* 1 _, dxbdxe

Zae T @l g g TOEO=0
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y expandiendo las componentes del segundo término

a0
0 cdt cdt 00”
, Ax0 dxf o dxP , dxP

OFcdt cdt —  %Fcdt —  FOcdt’

5Py
BY cdt cdt”
Entonces ) 5 P
1 d=x* dx dx
g oo+ 2005+ Top— + O(e) = 0. (3.52)

Notese de (3,49) y (3,51) que el tercer y cuarto término son O(e?) y O(&?), respectiva-
mente, por lo que pueden omitirse. Luego, por definicién

1
00 = Eﬂ“dg(aohdo + dohog — 9ghoo)
L, <2ah0d ahoo)

2 ox0  9xd
_ —15 ZahOIX _ dhgo
2 9x0  oxx )’
dado que 7*f = —1 es el tnico término distinto de cero. Utilizando la aproximacién

(3,46), la relacion anterior queda

« s ahoo

0072 9xb”
Entonces, puede escribirse la ecuacién (3,52) como

d?x® ¢ 9goo
a2 2 ox*

+O(e), (3.53)
al utilizar la definicién (3,44).

Finalmente, se compara la ecuacion anterior con la ecuacién para la fuerza en el
régimen Newtoniano

>x* 9D

ar o ox’
donde @ es el potencial gravitacional.

od C2 agoo
9xt 2 9x« OF

Agregando en el primer término las condiciones de frontera para distancias lejanas
® — 0y goo — 1, se obtiene

2o
oo~ 1+ = +O(v/c), (3.54)

denominado limite de campo débil.
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3.8. Constante de acoplamiento

En orden de determinar la constante en la ecuacion (3,43), se busca reescribir di-
cha ecuacién en una forma mdés conveniente, llamada forma linearizada. Para ello,
se considera la métrica (3,44) con la condicién de frontera de espacio-tiempo asinto-
ticamente plano

lim hab = O,
r—>0c0

y se utiliza la métrica contravariante
gab — Uab o Ehab.

Teniendo (3,50), se reescriben los tensores que involucran derivadas de la métrica,
permaneciendo a orden ¢: Para (3,9) puede observarse que los productos de la cone-
xién métrica seran de orden €2, recordando (3,51). Por lo tanto el tensor de Riemann
estd dado por

Rgcd - acrgd - aerc

1

- 58 [ac( g/b +hz/d _hbd/a ) - ad (hlcllb +hZ/C _th’Il )] + O(SZ)
1
2

~e(hdpe —hpa,e —hepa +hpery ),

1
= Raped = Es(hadrbc +Npcrad —Mbdrac —Nacvd )- (3.55)

Donde la notacién de comas, en los términos del tipo hy4,qc indica derivadas parcia-
les. Es decir, hyg,qc = 9,9.hp,. El tensor de Ricci

1
Ry = Rgcb - Es(hfmb +hglﬂd _hﬂb’g _hg’”b ),

donde
h=ht = nhey,
0 = 0%, = 9.9, = dt* — V2.
Entonces 1
Rab = Es( g/bc +h§;/uc _Dhab - h/ab ) (356)

De manera anéloga, el escalar de Ricci
R = 4R,y = (h,, —O0R). (3.57)
Finalmente, el tensor de Einstein
1 1
Gap = Rop — EﬂabR = Es(hgrhc +hlc;zac —Ohap — hyap _Wathbrcb +77ath)- (3.58)

Los tensores anteriores tienen la caracteristica de ser invariantes de norma (véase
desarrollo de Isometrias).

Ahora, se define
1
Yab = Moy — S1avh, (3.59)
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y se reescriben los tensores obtenidos anteriormente en términos de ¥, utilizando su
definicién. Entonces

1
Rapp = Ee(lpzzbc ‘H;D}Cyac _Dhab),
1
R = EE(le)Cd,Cd —0oh),

1
Gab = Ee(lp;/bc +¢g/ac _Dlpﬂb - W“blPCd’Cd )

La forma linearizada del tensor de Einstein sugiere que las ecuaciones de campo se
reducen a ecuaciones de onda si se impone la condicién

Ypa=0, (3.60)
o en términos de h ,
g/{l _Eh/b = 0.
La condicién anterior es denominada norma de Fock (o norma de Einstein, de Don-

der o Hilbert).
Ahora, utilizando la transformacion

Hap = hap — 280,
se tiene (de la seccién de isometrias)
W =h-22,.

Por lo tanto, la transformacion para i es

1
P = hav = 28ap = 57ap (=25 ) (3.61)
= ¢ﬂb - Ctlfb _gbra +77ab‘:g- (362)

Entonces
¥ e = Pha —OGp-

La transformacién anterior es invariante si cumple

l/JZ,a,a = 0/
lo cual requiere
1102111 - ng‘

Finalmente, aplicando la condicién (3,60) a G, se tiene

1
Gab = - EEDlPab/

y las ecuaciones de campo se escriben como

1
5€0%m = —KTip. (3.63)
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Son las ecuaciones de campo en su forma linearizada. Luego, de la definicién de ¢

1 1
Zen(hy — =
£D< ab 7

B WabWthcd) = _kTabz

donde, escribiendo de forma explicita el D’alembertiano

1 0 1 2 1
§€ @(hab - Eﬂubh) -V (hub - E’?abh) = —kTy.

Luego, usando la aproximacién (3,46) y permaneciendo a orden ¢
L o2 € 2
— ESV hay + Zlﬁabv h = —kTg.

Por otro lado, contrayendo las ecuaciones de campo (3,43) con 7%, se tiene

G =kT,
donde
G =1"(Rap — %msz) = —R,
por lo que
R = —kT.
De la forma linearizada de R
1

R=—Z-¢oh = %svzh,

2
usando la condicién (3,60) y la aproximacion (3,46). Entonces
1
eV = —kT.
Utilizando la relacién anterior en (3,64)
1, 1
_EEV hap + Eﬂab<_kT> = —kTyp,

1 k
_Esvzhab = _kTab + E’?abT/

1 1
= Esvzhab = k(Tgb - EUub”/CdTCd)'

(3.64)

(3.65)

Ahora, partiendo de la ecuacién anterior, se considera como fuente de campo una
distribucién de materia no interactuante y desacoplada (polvo) de densidad po y a

velocidad baja v

b b
T% = pouu’,
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a

. X .. . . [ 0 .
donde la 4-velocidad u? = e Eliminando términos de orden — y p—, se tiene
T c c

T = c?008368,
Ty = c2p052(52,

1T,y = T = 2pg.

Finalmente, observando la componente 00 de (3,65) y utilizando lo anterior,

1 1
§£V2hab = k(c*00 — Eczpo),
= szhgb = kcng.
De la ec. (3,44)
goo = 1+ ¢ehgy, = vzgoo = SVZhOO.
Luego, usando el limite de campo débil (3,54)

20
8v2h00 = V2 <C2> = kCZPOr

= V2P = %kczpo.

Al comparar la anterior con la ecuacién de Poisson
V2® = 47Gpy,

se tiene que la constante de acoplamiento debe ser

8tG

Por lo tanto, las ecuaciones de campo son

_ 8ntG Tab,

ab
G =

(3.66)

3.9. Solucion de Schwarzschild

Teniendo las ecuaciones de campo completas, se presenta una solucién a las ecua-
ciones de vacio con campos de simetria esférica. Para obtener dicha solucién es nece-
sario primero abordar el tema de soluciones estacionarias y soluciones con simetrfa
esférica.

Se define una solucién estacionaria como aquella en la que las magnitudes no de-
penden explicitamente del tiempo. Esto incluye a los sistemas que no evolucionan
en el tiempo (soluciones estéticas).
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Una métrica es estacionaria si existe un sistema de coordenadas en el que

agab _
90 0.

Para que esta condicién sea invariante, se define el campo tipo tiempo
Xa = 0y, (3.67)
para el cual, la derivada de Lie es

Lxgab = Xcgab/c +8acXCzb +gabXCza
= 56gtzh/c +ga0561b +gab561u .

Luego, usando (3,12)
Lxgap = gav0 =0, (3.68)

dada la definicién de métrica estacionaria. Entonces Lxg,; se anula en cualquier sis-
tema de coordenadas, por lo que X, es un vector de Killing y puede realizarse la
siguiente afirmacion:

Se dice que un espacio-tiempo es estacionario si y solo si éste admite un campo vectorial
de Killing tipo tiempo.

Ahora, se busca obtener la definicién para un campo vectorial ortogonal a una hi-
persuperficie, para ello, se considera la familia de hipersuperficies

Fx7) = p, (3.69)

donde a cada superficie le corresponde un valor de y. Se consideran dos puntos P y
Q sobre la superficie S, con coordenadas

P = (x"), Q = (x" +dx").

Usando las coordenadas de Q y el teorema de Taylor a primer orden

flx"+dx") = f(x") + a—fdx“. (3.70)

ox?

Luego, restando (3,69) de (3,70), se tiene que

of ;o
ﬁdx :O, (3.71)

para el punto P. Ahora, definiendo

d
= a;{a’ 3.72)
la ecuacioén 3,71 se convierte en
n,dx" = gun’dx? =0, (3.73)

donde 7 es ortogonal al campo vectorial infinitesimal dx* y es llamado campo vecto-
rial normal a S en P.
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Ahora, un campo cualquiera X” es ortogonal a la hipersuperficie si es proporcional
an, es decir
X"=Ax)n" =Af,, (3.74)

dada la definicién (3,72). Entonces, desarrollando el término X,9,X,, se obtiene

= Ao f (0pAdcf + Adpd. f)
= A0, fOpAD.f + A%0, fOp0. f-

Dado que se pueden intercambiar los indices del producto anterior sin alterar el
signo, la parte totalmente simétrica se anula

X9 X, = 0.

Esta relacién sigue siendo valida si se realiza el cambio d. — V, por lo que puede
escribirse
X VpXg = 0. (3.75)

Esta es la condicién que cumple todo campo ortogonal. Teniendo que X, es un vector
de Killing, satisface (3,23), entonces

VoXp = =V X, (3.76)
Dada esta relacion, los términos de (3,75) se reducen a
XaVipXe + X VaXy + Xp Ve X, = 0.

Luego, al contraer con X° y usar (3,76)

XaXVpXe + X2V, X — Xp XV, X =0,
Intercambiando la posicién del indice contraido ¢

XaX VX 4 X2V, X, — Xp X Vo X6 = 0.
Finalmente, sumando las dos ecuaciones anteriores y usando (3,76) nuevamente

Xo(XVp X + X, VpX6) — X2V X, + X2V, Xy — Xp(XVo X, + XV, X) =0,
XoVpX? = Xy Vo X2 + X*(VaXp — Vi Xa) = 0.

Entonces se realiza el cambio V, — 9, de nuevo

X0y X% — X0, X% + X?(0,Xp — 0y Xs) = 0,
& X209, Xp — Xp0aX? = X?0, X, — X,0,X°.

Relacién que, expresada como la derivada de un cociente (dividiendo ambos lados
de la ecuacién por X*) se reescribe

o () =0 (%), o7
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donde X“, X? # 0. Esta ecuacion indica que el cociente entre paréntesis debe ser el
gradiente de un campo escalar, entonces

X,
& X" = X?9,f. (3.78)

Noétese que la ecuacién obtenida es (3,74), donde A = X2.

3.9.1. Soluciones estaticas

De forma general, una solucién estacionaria puede tener términos cruzados de
la forma dx’dx”, para un intervalo entre (x,x1,x2,x%) y (2% + dx®, x! + dx!, x%, %),
donde el elemento de linea tiene la forma

ds® = g00<dx0)2 + Zg()ldedxl + 211 (dxl)z.

En la ecuacién anterior solo se observan las primeras tres coordenadas. Aplicando

la transformacién inversién temporal 0 — x0 = —xO

ds* = goo(dx")? — 2g01dx%dx" + g1 (dx')>.

Sabiendo que una solucién estatica debe ser invariante bajo inversién temporal, el
término cruzado no debe aparecer. Se tiene entonces que para una métrica estatica
no existen términos cruzados de la forma dx’dx!.

Ahora, veamos qué sucede con la condicién (3,78) para un espacio-tiempo con un
campo vectorial de Killing tipo tiempo (3,67)

X, = gubxb = gab58 = 80a,
X2 = XHX[Z = g0az52 = 800-

Entonces, (3,78) se vuelve
80a = §00fra - (3.79)

En esta ecuacion, para el caso a = 0 se cumple f,0 = 1. Al integrar esta tiltima relacién
se obtiene
f=x"+h(x"),

donde & es una funcién arbitraria de las coordenadas espaciales.
Ahora, considerando la transformacién de coordenadas

X0 — 20 =20+ n(x*), con x™=x%, (3.80)

cambian las siguientes cantidades:

= Los campos tipo tiempo

X" =45, dado que J es invariante. (3.81)
= La derivada de Lie
Lxgzlzb = Xcgzlzbfc +g;cXC/b +g£cXC'a ’

= L.g, = 0. (3.82)
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El resultado anterior proviene de un procedimiento analogo al utilizado para
establecer la ecuacién (3,68).

= El primer término de la métrica

0x0 9x"0 0x°  oh(a)\
800 = 50 9080 = (50 T g0 ) S0
= 800 = 800- (3.83)

» Finalmente, para transformar los términos cruzados de la coordenada tempo-
ral con las espaciales, se considera

dsz = géo(dx/o)z +2g6adx/0dx“" +gfx5dx/“dx/ﬁ.

Luego, de la transformacion (3,80), se cumple dx™ = dx® + ag(i‘)dx“. Se utili-

za entonces inversion temporal y el argumento de que ésta debe preservarse,
para obtener
ds* = goo(dx0)? — 2gh,dx"dx® + g;ﬁdx"‘dxﬁ,

= 80x = 0. (3.84)

De las transformaciones anteriores, (3,84) indica que la métrica no posee térmi-
nos cruzados de la forma dx’dx*, por lo que se trata de una solucién estitica, que
puede definirse de la siguiente forma:

Se dice que un espacio-tiempo es estdtico si y solo si admite campos de Killing tipo tiem-
po, ortogonales a la superficie.

En un espacio-tiempo estatico existe un sistema coordenado en el que la métrica
es independiente del tiempo y no hay términos cruzados con el elemento de la linea
temporal (go. = 0) sin embargo, atin se tiene la libertad de transfomar como

X0 — ¥ = Ax" 4+ B, Xt — 1™ = % (xF),
donde A y B son constantes.

Aplicando la transformacién de x° junto con la condicién asintéticamente plana
goo — 1, la parte temporal cambia de la siguiente forma:

ds* = go0(dx)? = g00(Adx®)? = goo(dx°)?,

(Adx")? = (dx*)?, — A=+l

Lo anterior se cumple si se exige que el elemento de linea sea invariante ante di-
cha transformacién. Restringiendo que la solucién no contemple inversién tempo-
ral, entonces A = 1y la transformacion se vuelve x” 0 = x% + B, llamada coordenada
tiempo de mundo. Esta se define como la coordenada temporal més una constante.
Significa que, para métricas estéticas, la variedad puede dividirse en partes de tiem-
po constante o absoluto y sobre estas partes existen observadores privilegiados que
coinciden en eventos simultdneos.
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3.9.2. Soluciones con simetria esférica

Simetria esférica: Se dice que un espacio-tiempo es esféricamente simétrico si y solo si
admite tres campos de Killing X" linealmente independientes, cuyas orbitas son cerradas y
que satisfacen

[Xllxz] — X3/
[XZ, X3] _ Xl,
[X3, Xl] — XZ

En un espacio esféricamente simétrico existe un sistema de coordenadas en el que
los campos de Killing son de la forma

XY =0,
— B
X~ —ng ,

donde wyg = —wp,. Esta transformacién depende de 3 pardmetros que implican 3
rotaciones espaciales.

Si se fija el tiempo y se considera un punto P a una distancia a del origen, las ro-
taciones respecto del origen describirdn a P sobre una 2-esfera. Para cubrir todos los
puntos de la esfera, los intervalos angulares son

0<8<m, —nt<¢ <

Tomando el elemento de linea para las coordenadas x,y,z y escribiéndolo en coor-
denadas esféricas, con la consideracién r = a = cte

ds* = a?(d6? + sin®0d¢?).

Notese la ausencia de términos de la forma dfd¢, pues la métrica debe ser invariante
ante las transformaciones

6 —0 =m—9, $— ¢ =—¢.
Ahora, se trabaja sobre un sistema especial de coordenadas
(x*) = (xo, x!, X2, x3) = (t,1,0,¢),
para el cual el elemento de linea tiene la forma
ds* = Adt* — 2Bdtdr — Cdr* — D(d6? + sin®0d¢?),
siendo A, B, Cy D funciones de r y t.

. . . . 1
Si se introduce la transformacién a la coordenada radial ¥ — ' = D2, entonces
> = D, por lo que

ds*> = A'(t,r)dt* — 2B'(t,7")dtdr' — C'(t,v")dr'* — r"*(d6* + sin®0dp?).  (3.85)

Por otro lado, se sabe que ls diferenciales de la forma A’(t,r")dt — B'(t,+")dr’ pueden
multiplicarse por un factor de integracioén I(t,r) que forma una diferencial exacta.
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Utilizando esta idea, se define

dt' = I1(r',t) [A'(t,7")dt — B'(t,r")dr'],
dt”? = I> [A”df* + B?dr'> — 2A'B'dtdr'] .

Desarrollando dt'?
A'dt? —2B'dtdr’ = 172A'1dt"* — A'1B2dr". (3.86)
Sustituyendo el lado derecho de la igualdad anterior en (3,85), se tiene

ds?> = I72A71dt? — A/71B2dr™ — C'dr'? — v(d6? + sin®0d¢?)
=TI 2A71dt"”? — (A71B? + C')dr'? — r?(d6? + sin®0d¢?).

Luego, se definen las funciones de v y A como
e =A"7?, et =C'+ A71B?,
ya que, al ser funciones exponenciales, se garantiza que sean términos positivos.
Usando las definiciones anteriores, puede escribirse (3,85) de la siguiente manera
ds* = e'dt? — eMdr — r*(d6* + sin*0d¢?), (3.87)
donde v y A son funciones de t y r.

Para este elemento de linea, la métrica en su forma covariante y contravariante es

Qup = diag(e’, —e", —1?, —1?sin®9), (3.88)
g“b = diag(e™", —eh, —r72, —r~2sin28). (3.89)

Denotando las derivadas con respecto a t y r con un punto y una prima, respectiva-
mente, se tiene que las componentes del tensor de Einstein para la métrica anterior

son
(AN 1 1
G826A<r_r2+r2), (3.90)

Gy =—e M A= -G, (3.91)
v 1
G} = —eiA <T + 1’2> ’ (392)

—-A I/ / / 2 —v 32 3 .
2_ et (VA A v v ey AT A
G =G3 =~ <2 to - u)+ </\+ . (393)

e (A/ 1 + 1) =0, (3.94)
A=0, (3.95)
e (V/ — 1) =0. (3.96)
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respectivamente. Entonces (3,93) se reescribe como

—-A I/ / ! 7
s_ec (VA A vovE
G3_2<2+r p— v>. (3.97)

Igualando (3,94) y (3,96), se tiene

Por lo tanto
AMN+1v =0. (3.98)

Entonces, puede reescribirse (3,97) como

—A !

e 2v
G3—7 2 I/ ,
3 5 < Vit

por lo que (3,94),(3,95) y (3,96) son las ecuaciones independientes a resolver. Ahora,
integrando la relacién (3,98), se obtiene

A4v =h(t).

De (3,96) puede verse que A debe ser funcion tinicamente de 7. Por lo anterior, (3,94)
es una ecuacion diferencial ordinaria

A 1 1
e M) ===, & e r—re MV =1,
ro 12 r2

que puede reescribirse como
(re ) =1.

Volviendo a integrar la ecuacién anterior

A

re " =r+c conc = cte.
Si se elige la constante de integracion ¢ = —2m
A A 2m -1
ret =r—2m=¢" = 1—7 . (3.99)

Hasta ahora, se puede escribir (3,88) como

1
Sap = diag [e‘“h(t), - <1 - 2:”) ,—12, —rzsin29]

1
= diag [eh(t) (1 — 2;”) ,— (1 — 2:”) s —rZSinz(?] )

Para eliminar la funcién h(t) se aplica la transformacion t — t/, donde

t
t :/ MW dy o = cte.
C
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Entonces, tomando el primer término de la métrica ¢"(*) (1 — 2) y utilizando la regla

r
de transformacién para dicho término
0x"09x0 | , 9x"0\ Z
800 = 570 5,0 800/ < 800 = 920 800-

Luego, utilizando el teorema fundamental del calculo

O\ 2 N2
(3w) =(5) =err=c

Por lo tanto, puede reescribirse el primer término de la métrica solamente como
(1 — 22). Dado lo anterior, el elemento de linea para la métrica de Schwarzschild es

-1
ds® = <1 — 2:”) dt? — (1 - 2;”) dr® — r*(d6* + sin®0d¢p?). (3.100)

Por tltimo, para establecer el valor de la constante m de la métrica, se considera un
potencial central en mecénica cldsica, producido por una masa M

o_ CM
r

y se considera el limite clasico (3,54). Entonces, se tiene

20 2GM
goo~1+C7:1—

c2r
Por lo tanto, comparando con el término ggo, la constante m cumple

oM
=

Denominada masa geométrica.

Hasta ahora se han construido las ecuaciones de campo de la teoria, se obtuvo su
limite cldsico, demostrando su consistencia con la teoria Newtoniana y se resolvie-
ron las ecuaciones de campo para el sistema mds sencillo no trivial.
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Capitulo 4

Orbitas planetarias en Relatividad
General

Habiendo desarrollado las ecuaciones de campo de la teoria y su solucién para
un campo gravitatorio esféricamente simétrico, en este capitulo se presenta el desa-
rrollo del problema de dos cuerpos usando Relatividad General y la solucién de
Schwarzschild. Se obtiene la precesién para las 6rbitas y se calcula el valor de la pre-
cesidn para el perihelio de la 6rbita de Mercurio, siguiendo la notacién y secuencia
de d'Inverno, 1998.

En orden de resolver el problema para un campo gravitacional esféricamente simé-
trico, se utiliza la solucién de Schwarzschild

-1
ds? = <1 — 2:”) dt* — <1 - 2;”) dr? — r* (d6* + sin®0¢?) , 4.1)

donde m es la masa geométrica y M es la masa de la fuente de campo. Para este
problema se toma la solucién para las geodésicas del espacio, pues se buscan las
ecuaciones de movimiento para particulas de prueba. En este caso, se iguala el ele-
mento de linea a la constante « = 2K, donde K puede tomar los valores

0,
2K=¢ +1,
-1,
dependiendo si las geodésicas son nulas, tipo tiempo o tipo espaio, respectivamente.

En este caso las particulas de prueba tienen masa, por lo que la descripcién de su
trayectoria estd dada por geodésicas tipo tiempo. Entonces

2m\ | 2m\ ! . .
2K = (1 - ;”) 2 (1 — ;”) 2 — 1202 — 2sin29¢? = 1. 4.2)

En esta ecuacion, las derivadas son respecto del tiempo propio 7.
Las ecuaciones de Euler-Lagrange (2,4) para la ecuacién (4.2) son

K _d (K _
ox¢  dt \oxx )

d 2m\ .
i [(1 _ r) t} _o. 43)
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m =1
M (1 2\ p gy 4 (1 2mY T (4.4)
r2 r r2 ¢ dt r I
X = 2 d
E(rz(?) — 1?sinfcosfp* = 0. (4.5)
X = 3 d
—(r*sin®*0¢) = 0. (4.6)

dt

Para que la solucién a este problema describa el movimiento en un plano, como
se sabe que sucede para este sistema descrito con Mecénica Clésica y como puede
verse en la ecuacién (2,13), fijando el valor § = 7, las derivadas a las ecuaciones de
movimiento con respecto de § deben anularse. Entonces

0 =0.
En la ecuacion (4,5)
d 24 _
E(r 0) =0,
entonces
2rif +1%6 = 0,
por lo que .
6 =0.

Para garantizar que, dado lo anterior, el movimiento se lleva a cabo en un plano, las
derivadas de orden superior también deben anularse. Luego, de la ecuacioén (4,6)

¢ =h, (4.7

donde £ es la constante asociada con la magnitud del momento angular por unidad
de masa.
Dada la ec. (4,3), es posible reescribir (4,2) como

2m\ ! 2m\ ! .
k? (1 — r) — (1 — r) 7 —rp? =1, (4.8)
2m

donde <1 — r) f = k. Luego, definiendo u = +, se realizan los siguientes cambios

a las ecuaciones de movimiento:

La ecuacion (4,8) se escribe como

o d (1) 1dudp

recordando que las ecuaciones de movimiento son funciones r(¢) y ¢(7), mientras
que la ec. (4.7) se convierte en

d¢

£ = hu?.

at
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Introduciendo este término en la expresién para 7, (4,9)

) du
F=—h—

dp’

Entonces, usando (4,7), se reescribe (4,8) como

-1 -1
k? <1—2:”> —(1—2;”> i — hu? =1,
-1 -1 2
k? <1 — 2’”) — <1 — 2’”) h? <d”> —KHu? =1,
r r d¢

2 2
1 2
(du) —k—+u2—2mu3:——+ﬂ

d¢ h2 onz
du\? , K—1 2m 3
(dcp) +us = Iz + ﬁ” + 2mu”. (4.10)

La ecuacion obtenida describe la trayectoria de una particula de prueba en una linea
de tiempo constante.

Finalmente, derivando la ecuacién anterior con respecto de ¢, se obtiene

d?u m
+u

La ecuacién diferencial de segundo orden para este sistema es la ecuacién de Binet
para un sistema clasico, con el segundo término del lado derecho como correccién.

41. La ecuacion de movimiento

Comparado los dos términos del lado derecho en la ecuacién (4,11), puede notar-
se que el segundo término es mucho mds pequefio que el primero, el cociente entre
ambos es un término pequefio. Dicho cociente, utilizando como un ejemplo los datos
para Mercurio, es del orden de 10~7.

La observacién anterior permite resolver la ecuacién diferencial usando un méto-
do perturbativo. En particular, se toma como pardmetro el término

Ahora, se escribe (4,11) en términos de ¢, denotando la derivada con respecto de ¢
/
como u

uw' +u=_—5-+-—u. (4.12)
Si se asume que la ecuacion anterior tiene una solucién de la forma

u = ug +eup + O(e?),
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y se introduce dicha solucién en (4,12)

" " € 2
Uy +€M1 + Ug + Uy = ?Mo‘f‘ﬁ,

es posible agrupar en potencias de ¢. Si los términos de cada potencia se agrupan en
ecuaciones distintas, se obtienen lo siguiente:

m
ﬁ/

hz2
1

uy + Uy = —ug.
1 m o

uy +up =
(4.13)

La ecuacion para orden ¢ tiene la forma de la ecuacién de Binet para el sistema
clasico, cuya solucién es la ecuacién para secciones conicas (2,24)

o = 13 (1 + ecos¢),

hZ

donde, para este caso, se ha establecido e = S como la excentricidad de la curva y

se uso la condicion ¢y = 0.

Para la ecuaciéon de orden ¢, se introduce la solucién de secciones conicas en la se-
gunda ecuacién de (5,28)

% (1 + 2ecos¢ + e*cos>¢).

1 2
%S(P, donde

i
Uy +up =

Luego, utilizando cos?p =

1+ cos2
w4 = [1 + 2ecos + e (Wﬂ ,

2¢ es el argumento del coseno.

2

m e? 2me me?
ul +up = 2 (1 + > + ?coscp + 2712c052¢. (4.14)

Se propone entonces la solucién de la forma
u1 = A+ Bepsing + Ccos2¢, (4.15)

por lo que
u" +u = A+2Bcosp — 3Ccos2¢. (4.16)

Comparando esta ecuacién con (5,26) e igualando término a término, se obtiene
m e? 2me me?
A +2Bcos¢p — 3Ccos2¢p = 1 —|— + 2 0 s¢ —|— cosZcp

Entonces, se identifica el valor de cada constante

m 2 me me
A= h2(1+ ) B="7, c=-25.

2
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La ecuacion para 1, se encuentra sustituyendo los coeficientes A,B y C en la solucién
Y y

propuesta, con lo que las soluciones para (5,28) son

m

2 (1 + ecos¢),

Ug =

4.17)

2 7’7182

m e me .
U1 =35 (1 + 2) + ﬁgbszmp - Wcos&p.

Para obtener la solucién general, se incluye cada ecuacién en una solucién de la
forma propuesta (4,15), obteniendo

m &m 62 . 62
u=4; [1 + ecos¢ + W (1 + > + epsing — 6c052¢>} .

Tal solucidn, como se menciond anteriormente, es la solucién a la ecuacién de Binet
corregida.

En la ecuacién anterior, se considera que los términos constantes y el término pe-
riédico no representan un cambio en la posicion de los dpsides de las drbitas, pues
su contribucién representa un desfase respecto del movimiento no corregido. Por lo
anterior, se toma tinicamente la correccion de la forma ¢sin¢g, quedando

u= %(1 + ecos¢ + epsing). (4.18)
Se reescribe de forma més conveniente utilizando la relacién
cos(¢p — edp) = cospcosedp + singsineg,
con la aproximacién para dngulos pequefios
cosep ~ 1, sineg ~ eg.

Finalmente, se obtiene
m
=13 {1+ ecos [p(1—¢)]}. (4.19)

Siendo ésta la ecuacion de movimiento para el sistema en cuestién. Noétese la simili-
tud con la ecuacién de secciones cénicas (2,24), con una correccién en el &ngulo.

4.2. Correccion al periodo orbital

De la ecuacion anterior, se evaltia el argumento del coseno para un periodo com-
pleto 27,
$pc(1—¢) =2m,
e =21(1+¢),
aproximando a primer orden en ¢. El término extra en el periodo completo, que se

identifica con la precesion, es
A ~ 27e. (4.20)

Ahora, se sustituyen los valores del pardmetro ¢ y la masa geométrica, asi como la
relaciéon
h? = Gma(1 — €%,
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donde a es la mayor distancia entre el origen y la 6rbita. Entonces la precesion se

escribe como
6tGM

~ Za ) 4.21)

4.3. Precesion de la orbita de Mercurio

Utilizando los siguientes datos de Mercurio:
md
GM =1,327 x 107,

a=5,7909 x 109,
e = 0,2056,

junto con la constante de velocidad de la luz, se calcula la precesién para esta 6rbita,
introduciendo los datos anteriores en (4,21)

_-rad
07=.
rev

A~5018x1

En dicha cantidad se considera la precesién en radianes por cada periodo completo.
En orden de expresar la precesién en unidades medibles en astronomia (segundos
de arco por siglo) se considera el periodo de Mercurio

T = 0,2408 anos.
Luego, se calcula la cantidad de vueltas que completa este planeta en un siglo
N = 415,2824 rev.
Considerando la equivalencia de las unidades angulares
lrad = 2,06 x 10°”,

junto con el periodo y el nimero de vueltas, se expresa la precesiéon en las nuevas
unidades
A ~ 42,93" /siglo.

La observacion reportada para la precesioén del perihelio de Mercurio es

Nops ~ 43,1 £0,5" /siglo.

La obtencién de un valor cercano a lo observado, para un fenémeno que no estd
descrito en la teoria Newtoniana, constituye una de las pruebas clasicas exitosas para
la Relatividad General. En el apéndice A se incluye el desarrollo de la solucién de
Schwarzschild para un fenémeno tipo luz y se obtiene el angulo de deflexién para
rayos de luz en presencia de una fuente de campo gravitatorio.
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Capitulo 5

Gravedad Entropica

Como se vio en los capitulos anteriores, la Relatividad General es, al dia de hoy,
considerada como la teoria correcta para describir a la gravedad. Esta teoria se ha
consolidado mediante los éxitos explicando fenémenos que no describe la gravedad
Newtoniana y recuperando dicha teorfa mediante un limite cldsico. Ademas, predijo
el fendmeno de ondas gravitacionales y la existencia de agujeros negros. Prediccio-
nes que han sido confirmadas mediante observaciones en afios recientes por LIGO,
Abbott y col., 2016 y EHT, 2019. A pesar de sus éxitos, existen observaciones que no
concuerdan con Relatividad General y de ellas se derivan los problemas de mate-
ria y energia oscura, abiertos hasta el dia de hoy. Por las razones anteriores, se han
explorado diversas teorias alternativas, entre las que se encuentra la formulacién en-
tropica.

Desde hace varios afios se ha explorado la conexién entre la gravedad y la termo-
dindmica. Esta conexién se introdujo con los trabajos de Unruh, 1976, Bekenstein,
1972 y Hawking, 1974. En este sentido, Jacobson, 1995, demostr6 que la ecuaciéon de
campo de Einstein puede ser entendida como una ecuacién de estado.

Siguiendo con la concepcién termodindmica de la gravedad, Verlinde, 2011 propuso
que la ecuaciéon de Newton puede entenderse como una fuerza entrépica o emer-
gente, en analogia con el origen entrépico que se le atribuye a las fuerzas termodi-
ndmicas emergentes en sistemas de polimeros. Esta propuesta ofrece correcciones a
la gravedad en el limite Newtoniano.

5.1. Fuerza Newtoniana corregida

Para derivar la ecuaciéon de Newton corregida en el modelo entrépico, siguien-
do a Modesto y Randono, 2010 , considérese una fuente de campo gravitacional M
en el origen, una particula de prueba m y una superficie () entre ambas particulas,
centrada en M. La particula m se encuentra muy cerca de (), en comparacién con su
longitud de onda de Compton reducida

h

Ay = —=.
" me?

Para este sistema, se considera a (2 como una superficie cerrada, cuyas caracteris-
ticas macroscépicas, vistas por un observador externo, dependen del area Ag y el
volumen Vj delimitado por ésta. Siendo que el volumen y el drea pueden entender-
se como operadores cuanticos, como fue descrito por Rovelli y Smolin, 1995a, los
grados de libertad microscépicos del sistema estan descritos por las configuracio-
nes de red de espin consistentes con las cantidades macroscépicas, Rovelli y Smolin,
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1995b.

Siguiendo con las ideas anteriores, se ha encontrado que la entropia del sistema esta
caracterizada por dicha superficie. Al orden mas bajo, la entropia escala de manera
lineal con el area y, considerando términos a orden superior, existen términos de co-
rreccién que son funcién del drea s(A), Krasnov y Rovelli, 2009.

Ahora, considérese la relacion drea-entropia de agujeros negros

A

5=
42

kg, (5.1)

que se deriva de las relaciones termodindmicas para agujeros negros, descritas por
Bardeen, Carter y Hawking, 1973. Considerando una correccién de la forma s(A) en
la relacién anterior, la entropia de la superficie () del sistema en cuestion es

A kg + kps(A). (5.2)

Sa =1
412

En orden de encontrar la ecuacién para la fuerza producida por dicha entropia,
se asume lo siguiente:

1. Sila particula de prueba m cambia su posicién como
Axy = BAw, (5.3)

donde B es una constante cercana a 1, la entropia de () cambia en una unidad
fundamental ASy, definida por la relacién

o ds
AS = AA <4hG + E)A) kg. (5.4)
2. Laenergia de la superficie se identifica con la energia en reposo de la fuente de

campo M
Eq = M. (5.5)

Puede decirse entonces que toda la energfa al interior de la superficie estd pro-
yectada sobre ella.

3. Sobre () viven ciertos "bytes"de informacién y el drea ocupada por éstos escala
como
A =QN, (5.6)

donde N es el ntimero de bytes y Q es la dimensién fundamental de area, tal
que Ag = QsiN =1.

4. La superficie () estd en equilibrio térmico a temperatura T y su energia estd
distribuida de forma equivalente sobre los bytes, tal que

1
EQ = IXNEkBT, (57)

donde & es una constante que representa el nimero de bits de energia por cada
byte.
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5. La fuerza entre las particulas estd dada por la forma usual de las fuerzas en-
trépicas, descritas en termodindamica por la ecuacién de estado

AS
F=TC, (5.8)

donde AS es la unidad de cambio de entropia si |Ax| = BA,, y el gradiente de
entropia apunta de afuera hacia adentro de la superficie.

Igualando las ecuaciones (5,5) y (5,7)

2Mc?
CKNkB '

1
Mc? = ucNEkBT, — T=

A
Donde el ntimero de bytes, segtun (5,6), es N = @ y el drea de la superficie es A =

47tR?. El radio que aparece en la ecuacién para el 4rea describe la distancia entre
el origen (situado en M) y cualquier punto de la superficie (). Considerando que la
distancia entre () y la particula de prueba m es del orden de A, puede argumentarse
que

RQ ~ le

por lo que, en adelante, se considerara a R como el radio de la particula de prueba.

Entonces, la ecuacién para T se vuelve

2Mc* Q B Mc*Q

T = = .
DékB 47TR? 20 7TkB R2

(5.9)

Por otro lado, el cambio fundamental en la entropia AS para un cambio en la distan-
cia Ax, definido por (5,4), se escribe como

3 ds

Luego, sustituyendo las relaciones (5,3), (5,9) y (5,10) en la ecuacién para la fuerza

(5,8)
c3 ds
Mg © <4hG * 8A> ks

- 2atkg R? o ’
mc?
_ Mm [ Q% 3 s
F="R <27rhoc/3> [47&(; +8A] ok 61D

El signo negativo proviene de considerar la direccion del gradiente de entropia. Tam-
bién se considera la relacion para el drea. En la ecuacion anterior los pardmetros des-
conocidos son Q, a y B. Sabiendo que Q estd determinada por la teoria microscépica,
se establece que, si se cumple

2
Q* = 87wcﬁl§ = 8maf (?) /
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entonces la ecuacion para la fuerza (5,11) se reescribe como

p__ Mm 87t fG*H* o c N 9s
~ R2 c® 2rthaf ) |4hG  0A
_ Mm (4GR*\ ] & Lo
N R? 3 4hG  J0A

Luego, considerando la definicién para la longitud de Planck

471R?

471R?

;o Gh
p— CT
Entonces )
p__ GMm ., 4y 3s
R2 3 0A
47TR?

Finalmente, reescribiendo en unidades naturales (c = 1,7 = 1)

~ GMm 5 0s
F=— DR [1+4ZP8A}

(5.12)
47TR2

Notese que la ecuacion obtenida es, tomando solo el primer término, la ecuacién de
gravitacién universal de Newton (2,3). La correcciéon del segundo término contiene
informacién acerca de la modificacion a la entropia (5,2), que hasta ahora es una
funcién general del &rea.

Ahora, partiendo de una entropia propuesta, se desarrolla el problema de Kepler
para Orbitas planetarias, resolviendo la ecuacién para la fuerza modificada y obte-
niendo una relacién para la precesion en el angulo. En particular, se calcula el valor
de dicha precesion para la 6rbita de Mercurio y se obtienen cotas para los parametros
libres de la entropia.

5.2. Obtencion de la ecuacion diferencial

Tomando como correcciéon a la entropia la propuesta de Diaz-Saldafia, Lopez-
Dominguez y Sabido, 2018b, se considera la siguiente relacién para la entropia:

1 3
S[A] A g, A A\’ ’
ks 4B S1n 412+a<412> + B 212 : (5.13)

El término lineal en A que aparece en la entropia es el término usual de Relatividad
General, que aparece en la relacion drea-entropia para agujeros negros. El término

A%, que escala como el volumen, se relaciona con los grados de libertad de teoria
cuantica de campos y ha sido derivado en algunos modelos para los grados de li-
bertad microscépicos que comprende la entropia de un agujero negro. El término
que escala como A? aparece en el estudio de un gas autogravitatorio. Por dltimo, el
término logaritmico aparece en la cuantizaciéon de microestados en distintas teorias
de gravedad independientes.

Dado que en este modelo no se asume el origen de las correcciones a la fuerza, se



Capitulo 5. Gravedad Entropica 48

considera que todos los términos anteriores contribuyen a la entropia del sistema a
considerar. Para este modelo, los términos 7, & y B en la entropia, son pardmetros a
determinar.

Se escribe tal propuesta en la forma convencional

S[A] A
kB - @—’_S(A)'

1 3
_ A (A LAY
s(A) = 21n4l%+(x<4l%> +,B<21% .
La fuerza modificada que proviene de la entropia corregida (5.13), cumple la relaciéon
(5,12)

donde

GMm v ® 3 Al/? .
F=-— 1+45 | - = R
RE | ( 24t a, a2t 2 iz
47tR?
B ! Vv .
_ GMm P A, (x+3 anﬁ R
R? 21tR? 2y/mR Ly
Entonces, la ecuacién para la fuerza es
GMm 3v2nR l b )
F=—"7—|1 - R. 5.14
kPP R T ke 614

Es importante en este punto sefialar las contribuciones de cada uno de los para-
metros de correccién a la fuerza:

. 1
= La correccién de  va como i

m La correccidon de « va como fEh

= La correccién de y va como 7E
Ahora, se resolvera el problema de los dos cuerpos para un sistema cldsico utili-
zando la fuerza corregida (5.14). Con base en lo desarrollado en el capitulo 2 para
este sistema, en particular de la ecuacién (2,13), se sabe que para el sistema en de
dos cuerpos el momento angular es conservado. Del desarrollo cldsico se toman las

relaciones
dL
_— = — h. ~1
7 0, L=m (5.15)

Donde h es un vector constante y / es la magnitud de momento angular por unidad
de masa. La ecuacion corregida para la fuerza debe también cumplir con las leyes de
Newton, al tratarse de un sistema clasico. De la segunda ley de Newton (2,1)

F = m¥.
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Primero, el vector posicion del lado derecho de la igualdad, r = (x,y), se expresa en
las coordenadas polares

X =Rcos¢i, Yy =Rsendj.

Entonces, se escriben los vectores unitarios para R y ¢, en funcién de la transfor-
macion anterior

R = cos¢i + senj. (5.16)
¢ = —sengi + cos¢j. (5.17)

Entonces, recordando que R y ¢ son funciones del tiempo, la aceleracién es
i = R(cosi+ sengj) +2Rp(—sendi+ cospj) + RP(—sendi+ cospj) — Rp(cospi+ sengj).
En términos de los vectores unitarios 5,16 y 5,17
i = (R — R¢*)R+ (2R + RR)¢
N} o 1d A
(P P2 L4 5
= (R—R¢HR+ - (R%)$, (5.18)

reescribiendo el segundo término como la derivada de un producto.
Entonces, sustituyendo los valores para Fy y ¥, de (5,14) y (5,18), respectivamente, la
segunda ley de Newton se escribe como

. a1 d A GM 3v27tR l 12 .
o 2 - % p2 _ 7" p . p
(R—R§*)R + Rdt<R PP 23 1+ L B+ 2ﬁRa gz R. (5.19)

Luego, tomando el producto escalar con ¢,

1d .
——(R*}) = 0.

R RP)

Se observa que R?¢ es una cantidad angular conservada y, en analogia con el pro-
blema clasico sin correcciones, se identifica esta cantidad con la magnitud & definida
anteriormente, en la ecuacién (5,15). Entonces

R*p =h,
. d¢ h
= ¢=_ = (5.20)
Ahora, tomando el producto escalar con R en la ecuacién (5.19),
L 3v2nR ! 12
R—Rp?*=—L |1 Y 21
e |V P oY T R | 62D

cony = GM.

Recurriendo de nuevo a la analogia con el problema clésico, considérese que para
este sistema se requiere una ecuaciéon para las 6rbitas de la forma R = R(¢). Con
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este prop0sito, si se introduce la variable

u= 1L
RI

y se reescriben los términos de las derivadas respecto a R,

. dR d (1
R_dt_dt<u)

Luego, utilizando (5.20),

Derivando la expresion anterior,
2
po_d (hd”> __,dudg
d¢ d¢? dt
= —hzuzdz—u
g’

por lo que (5.21) puede reescribirse como

du 1 3V2m Lu 12u?
2.2 A2y 2 Pt tp
h“u ig? u(hu ) pu |1+ ™ B+ 2\/5“ | (5.22)
d*u 3\/271 - l b
= dT)Z +u= h— Bu Ty \szu — %'yu . (5.23)

Notese que, tomando tinicamente el primer término del lado derecho, se tiene la
ecuacion diferencial de Binet para las 6rbitas planetarias. Dicha ecuacién tiene la
ecuacion para secciones cénicas (2,24) como solucién. La ecuacion (5,23) es entonces
la versién corregida de la ecuacién de Binet para un sistema clésico.

5.3. La ecuacion de movimiento

En orden de utilizar un método perturbativo para resolver la ecuacién diferencial
obtenida en la seccién anterior, se introduce el parametro

€

K
3?’

donde ¢ << 1 para el sistema en cuestién. Para Mercurio, por ejemplo, & ~ 10-7.
Reescribiendo (5,23) en términos de este pardmetro

2 2 /5 h2] W22
d—bzl#—u—yz 1+¢ hziﬁu_l%— 2p QU — zp’yuz ,
de h w2l 6u2\/1 6u2m




Capitulo 5. Gravedad Entropica 51

2 i 2 /A _ h212
du—}—(l—s P oc)u:y 1+€<h Znﬁu_l p’yu2>]. (5.24)

- dg? 6py/m w2l 6l

Luego, definiendo

o= (1 —¢ 6;?/%&) , (5.25)

272
1+¢ (hzmﬁul i lp 'yu2>] . (5.26)

se obtiene

d‘PZ p K2

w2l T

donde, para « = 0, p = 1. Considerando los valores numéricos de ¢ y I,, donde
ely

61/ 1T

e~10"y Iy ~ 10~%, se asume que el producto « en la definicién de p es un

parametro pequeno.
Para resolver (5,26) se asume que esta ecuacion tiene una solucién de la forma
u = ug+euy + O(e?), (5.27)

y se introduce dicha solucién en la ecuacion a resolver, donde la notaciéon #” indica
derivadas respecto de ¢

272
W e (V2 P
ug + 81/[I1/ +p(1/l0 + 81/[1) — ﬁ ﬁ <]/l21pﬁu0 - 6],[27'[’)/1/[0 .

En la ecuacién anterior, se suprimen los términos de orden O(£?) o mayor. Entonces,
puede agruparse la ecuacién obtenida en potencias de e. Se obtienen las siguientes
ecuaciones para la potencia €° y ¢!, respectivamente:

uj+puo = .
5.28
" }l h2 \4 2r -1 hzl%’ 2 ( )
uy +puy = 2 121, Uy — 6;427r7u0 .

Primero se resuelve la ecuacion de orden €Y,

para la cual es necesario resolver antes la ecuacién homogénea

d2M0

W%—puo:O,

que tiene como solucién
ug = Acos\/p¢,

donde ,/p¢ es el argumento del coseno. Asi mismo, puede comprobarse que la ecua-
cion

ug = Acos\/p¢p + ;12'
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es soluci6n a la ecuacién no homogénea de orden €. Entonces, la solucién completa
a la ecuacién de orden ¢ es

uy = pZZ (14 epcos./p¢], (5.29)

2 7z sz . 7 .
%, en analogia con la ecuacion para secciones coni-

cas. Notese que dicha ecuacion se recupera si p = 1, es decir, si & = 0.

tomando la constante como e =

Ahora, tomando la ecuacién a orden ¢, se sustituye la solucién ug, obtenida ante-
riormente, en la segunda ecuacién de (5,28), entonces

d%uq I3 [ h2\/27 ph2 h212

rra +pu =15 e i (14 epcos/pp) " ~ o '

2
2. /27 oh? h212
:;jz hy 27‘fﬁph (1 —epcos /pp) — Vz) (14 *p?cos®\/p¢

+ 2epcos /pp)],

donde se ha usado la aproximaci6n en serie (1 + epcos\/pp) ' ~ 1 — epcos,/p¢, a
primer orden en ep.

”) (1 + epcos\/p¢) ]

Luego, utilizando la relaciéon

1+ cos2,/p¢p

cos®\/pm = >

donde los tres términos, 2,/0¢, son parte del argumento, se reescribe la ecuacién
anterior como

d?uy h2\/27 ph2
W—I— up = hz{ 20, P (1 —epcos+/p¢p)

i ) 1+ cos2,/p¢p
ST S——"

ou-7t
entonces
uy /2 it 12 2 2
o3 ol 2 37T po - le2 1+
d¢ " h wly 67th? p 2
o 12 2 (5.30)
_ [ Vet 2 P 2
( wi, Pt Sl ) SV COSZ‘@D] '
Para la ecuacioén anterior, se propone una solucién de la forma
uy = A+ By/ppsin,/p¢ + Ccos2,/p¢p, (5.31)
d2
= L pu; = pA + 2Bpcos./p¢p — 3Cpcos2,/p¢. (5.32)

dp?
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Identificando la ecuacién (5,30) con (5,32), se tiene

V2mht Z% 0% e?p?
pA + 2Bpcos\/pp — 3Cpcos2,/p¢p = [ Bo — 672 o2 (1 + -

wly
A P 2 (5.33)
varh® 5
— ( L Bp +37rh2 )ecos\fqb— B hz’ye c052f¢]
De la ecuacion anterior, se identifican los valores de A, By C como
4 12 2 2
s \/anhﬁ b 7<1+6p> /
ph u3l, 67th? p? 2
P \/27th4‘Bp2+ lf, v
20n% \  pdl, 3th?p |’
C = ﬁ lp ,Y
h? \ 36rth?p |
Finalmente, sustituyendo los valores de A, By C en (5,31), la solucién u; es
V2rht b
u = ‘112 37-[ ,B — 5 /)/ 1 + 7[)
ph wly 67Th 02 2
(5.34)

Varht ., 1 >
_ < 20, Bp +67rh2 e\f¢szn\f¢+36 el 2c0s2./pp | -

Siendo esta solucién una correccién, puede notarse que los términos constantes y
el término periddico, contribuirdn de forma minima al cambio en la trayectoria de
la 6rbita y a la posicién de los apsides. Por lo tanto, se considera tinicamente como
relevante la correccién de la forma ¢sing, quedando las soluciones como

ug = p‘ZZ [1+ epcos /],

(5.35)

B V27h* 2, 12
= ph? ( 2131, o+ 67Th2 evpgsiny/og.

Introduciendo estos resultados en la solucién propuesta (5,32), se obtiene, como so-
lucioén a (5,26)

2
B C(V2mht L,
=3 1+ epcos./p¢ (2;431,; Bo~ + 67'L'h2 ee/pPsin,/pd | . (5.36)
Definiendo

- _efvomht o
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se reescribe la solucién como

u= pllzz {1+ep [cos¢p’ + 6¢'sing’] } . (5.38)

Finalmente, utilizando la relacion
cos(¢' — 8¢") = cos¢’cosd¢’ + sindéd'sing’ = cos¢’ + 5¢'sing’,

y con la aproximacién § << 1, puede escribirse (5,36) como
U= pli; {1+ epcos [\/pp(1 — 6)]} . (5.39)

Puede observarse que la ecuacién obtenida es la ecuacion ug, salvo el pardmetro §
en el &ngulo. Esta ecuacién describe la trayectoria orbital de un planeta, derivada de
una fuerza clésica corregida. 1y puede recuperarse de la ecuacién anterior, si & y y
se anulan.

5.4. Precesion

Teniendo la ecuacion para la trayectoria obtenida en la seccién anterior, se calcula
el valor de ¢ necesario para completar un periodo T = 27 en el argumento del
coseno

T =21 = /pp(1—9),

= ¢ = 3;(1 - &)t ~2m/p(1+9),

a orden ¢. Sustituyendo los valores de p y J, definidos por (5,25) y (5,37), respectiva-
mente

el \ /2 e [ \2rh* 12 el o
o~ 2m(146) (1 - —F ~om|1— & 24 _r 0 (1 P >
? (1+9) < 6;4«71) & [ o\ 2ul, Po”+ 67th? p i 12uy/m

2

e [ V2mht Bo? + v . el ,
o\ 2ul, 67th? p 12u/7

a orden e. Considerando que, para el movimiento planetario en gravedad clésica, se

tiene un perfiodo completo cuando el dngulo ¢ = 27, se identifica la correccién a
dicho periodo como A~

:>qbrz27r[1—

¢r = 27T+ Ar
Entonces

(5.40)

lpa V2rht l%} 0%
o — = .
12uy/m 2u3l, 67th? p?

Sustituyendo nuevamente el valor de p y permaneciendo a orden ¢

Lu V2rht 12
~ p P
A =~ 27t <12 N 5 Slp B g hz’y . (5.41)
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Finalmente, se sustituye la definicién de y, el valor de ¢ y la relacién, conocida por
analogia con el sistema cldsico,

h? = GMa(1 — é%),

donde a es la menor distancia de la 6rbita al origen. Entonces la ecuacién para el
angulo A; es

A m VTl 3mv/2ma(1 — €?) [
. _

~oa(1-—e)” I, p— Z0-ar) (5.42)

Esta ecuacion describe al dngulo de precesién para una 6rbita general en el modelo
entropico.
5.4.1. Precesion de la 6rbita de Mercurio

Para el caso de Mercurio, se tienen los siguientes datos:
md
GM = 1,327 x 10—,
s

a =5,7909 x 109,
e = 0,2056.

Introduciendo dichos datos a la solucion encontrada para la precesion, se tiene
Ay = (2,581 x 10740)x — (8,102 x 10%)B — (8,503 x 1079%)1. (5.43)

En orden de acotar este modelo alternativo, de manera andloga a Romero y Vergara,
2003, se considera el &ngulo de precesion reportado para la érbita de mercurio

d
Boss = 277(7,98734 +0,00037 x 10%) 22 (5.44)

mientras que, el calculado con Relatividad General es

rad

Acr = 27(7,987344 x 1079) ppe

(5.45)

Por lo tanto, se requiere que cualquier correccién a la precesion del perihelio de
Mercurio, cumpla la siguiente relacion

_1orad
|AG] < |Agps — Agr| = 27T x 10 12@. (5.46)

Teniendo la condicién anterior, debe cumplirse
(2,581 x 1076)a — (8,102 x 1046)B — (8,503 x 10~7?)y| < 27w x 10712, (5.47)

Esta restriccion se traduce en cotas para los parametros libres «, f y v, las cuales
se obtienen al asumir que, la correccién a la entropia viene completamente de cada
parametro.

= Parametro «:
(2,581 x 107 40)a| < 271 x 10712,
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Entonces
— 2,434 x 103 < a < 2,434 x 10%. (5.48)

= Parametro f:
(8,102 x 1046)B| < 27t x 10712,

Entonces
— 7,755 x 1078 < B < 7,755 x 1078, (5.49)

= Pardmetro :
(8,503 x 10792)| < 271 x 10712,

Entonces
—7,389 x 107 < ¢ < 7,389 x 107°. (5.50)

Los anteriores son los valores maximo y minimo que puede tener cada parametro
de correccion en la entropia del modelo (5,13), para que éste sea consistente con las
observaciones y con el resultado de Relatividad General.
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Capitulo 6

Discusion y conclusiones

De los resultados obtenidos en el capitulo anterior

—2,434 x 10** < o < 2,434 x 10*,
~7,755 x 1078 < B < 7,755 x 1078,
—7,389 x 107 < ¢ < 7,389 x 107,

puede observarse lo siguiente: Las cotas para cada pardmetro tienen 6rdenes de
magnitud muy diferentes entre si. Ademas, ninguno de los valores es cercano a la
unidad ni a 6rdenes de magnitud caracteristicos para este sistema. Por lo anterior es
necesario verificar la contribucién de cada pardmetro, comparando con otros siste-
mas y analizar la relevancia de cada término de correccién a la fuerza.

La presencia del parametro « en la ecuacién base podria proporcionar una segun-
da cota para éste, sin embargo, el valor maximo para este pardmetro es muy grande,
si se le atribuye la contribucién completa a la correccién de la entropia. Ademads,

. 1
observando el término de la fuerza para este parametro, que va como R’ Se espera

que para valores grandes de R el término no tenga presencia en la correccién. Con-
siderando los dos motivos anteriores, es improbable que el término con pardmetro «
aparezca en la correccién a la entropia en este sistema.

Con argumentos similares a los anteriores, se espera que la contribucién del parame-
tro <y sea insignificante a esta escala. El valor tan grande obtenido para sus cotas y el

. 1 . .
término de la fuerza que va como Ra’ Sugieren que este término no representard una

correccién significativa para la entropia de este sistema. Ademds, como se mencio-
no, este término agregado a la entropia esta relacionado con los grados de libertad
cudnticos del sistema, por lo que no se espera observar sus efectos a esta escala.

1
El parametro B contribuye a la fuerza con un término de la forma R el cual re-

presenta una contribucién importante, si se considera que la ecuacién de gravita-

. p 1 . -
cion a modificar decae como —5. El valor obtenido para sus cotas coincide con el

resultado del desarrollo de las curvas de rotacion de galaxias utilizando la misma
modificacion a la entropia, Diaz-Saldafia, Lépez-Dominguez y Sabido, 2018b. Este
valor también es consistente con el obtenido al proponer un origen entrépico de la
constante cosmolégica, modificando las ecuaciones de Friedmann, donde se obtiene
que el pardmetro de la correcciéon debe ser del orden 10-%°, Diaz-Saldafia, Lopez-
Dominguez y Sabido, 2018a.
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Considerando los argumentos anteriores, se concluye que los términos de correccién
a la entropia, de los parametros a y <y es decir, las correcciones que escalan como la
longitud (A2) y como el [n(A), respectivamente, no representan una correccion sig-
nificativa a la entropia de este sistema. Por lo tanto, la tinica correccién relevante a
la entropia de un sistema planetario, medida especificamente para la trayectoria de

. 1
Mercurio, es la que escala como el volumen (A3).

Durante el desarrollo de este modelo se procuré escribir las ecuaciones de tal for-
ma que los términos para cada pardmetro pudieran considerarse por separado. Por
lo tanto, basta con anular en las ecuaciones obtenidas (5,13), (5,14) y (5,42), los térmi-
nos para « y 7. Entonces, las ecuaciones de la formulacién entrépica que describen
la fuerza y precesion de las 6rbitas planetarias, son:

Para la entropia

[SJ[eV}

S _ A (A
kg 4l§ 21;27
Para la fuerza
1::_GMm 1_i_3x/27'cR N

= PR

Para la precesion

_3my/2ma(1 — ez)ﬁ
~ » :

Lo siguiente a desarrollar son pruebas para la consistencia del pardmetro 8 en siste-
mas a diferentes escalas. También se pretende incluir los tres términos como correc-
cién a la entropia de otros sistemas, para probar si las correcciones que escalan como
la longitud y el logaritmo tienen presencia en otros sistemas y saber a qué escalas
esto sucede. La préxima prueba a realizar con la entropia propuesta, incluyendo los
términos de los tres parametros, es la formulacién entrépica para la curvatura de
la luz. La descripcién de este fendmeno, como se menciond, constituye otra de las
pruebas clasicas de la Relatividad General, por lo que es necesario probar el modelo
de entropia para este fenémeno, siguiendo con la secuencia de este trabajo.

Ar
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Apéndice A

Curvatura de la luz

Otra de las pruebas clésicas existosas para la Relatividad General es el fenémeno
de flexion de los rayos de luz.
Para calcular la trayectoria de la luz en un campo gravitacional esféricamente si-
métrico (solucién de Schwarzchild, ec. 4,1) se considera que la luz viaja sobre una
geodésica nula. En este caso, la ecuacion (4,2) se vuelve

-1
(1 — 2;”) 2 — <1 — 2:”) i? — 1?0% — r’sin*0¢* = 0, (A.1)

donde el punto sobre las coordenadas representa ahora la derivada con respecto al
pardmetro afin.
El procedimiento de la ecuacion (4,3) a (4,7) es idéntico. Para la ecuacién (4,8), se

tiene
5 2m\ ! 2m\ ! - 22

Bajo las mismas definiciones, se reescribe la ecuaciéon anterior
2
du L k? o
—_— U = — mu
d¢ h? !

como ecuacion de primer orden para la trayectoria de un rayo de luz. La ecuaciéon
de segundo orden es

dZ
d(;l +u = 3mu?. (A.3)

A.0.1. Limite de Relatividad Especial

Considerando m = 0 en la ecuacién anterior,

d*u
e -0,
do +u
cuya solucién puede escribirse como
U= W, (A.4)

con D = cte.
Noétese que, siendo la ecuacion de la recta en coordenadas polares

- D
~ cos(¢p—a)’
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la solucién (A,4) es la ecuacion de una linea recta para el intervalo ¢ € (¢o, po + 77),
donde D es la distancia de mayor acercamiento al origen. Dicho resultado coincide
con lo predicho por gravedad Newtoniana.

A.0.2. Método perturbativo

En este caso, se considera la cantidad adimensional mu o — de la ec. (A,3) como
r

pequefia y se propone una solucién de la forma
u = ug + 3muy, (A.5)

considerando la solucion uy como la ecuaciéon (A,4). Entonces, se reescribe (A,3)
como
uf + 3muf + ug + 3muy = 3muj

a orden m. Siendo u(j = uo,

i2
" _ 2 _ Sin
Uy +up = uy = Dz

(A.6)

En la ecuacién anterior se ha fijado la fase ¢o = 0. En orden de resolver tal ecuacién,
se considera primero la ecuacién homogénea

1
u; +up =0,
cuya solucién puede escribirse como
uy; = Ccos¢,

para una fase cero. Luego, se reescribe (A,6) como

1 1 (1—cos2
iy, +up = o2 (1—cos?¢p) = 2 (24)) . (A7)

Ahora, se propone la solucién de la forma
U1y = A+ Bsin2¢ + Ccos2¢,

= uy, + 1y = A — 3Bsin2¢ — 3Ccos2¢.

En comparacién con (A,7) se fijan los valores para A, B, C

1 1
A= — B =0, C=—.
2D?’ 6D?
Entonces 1 1 . 1
= —— 4 0820 = —— + ——(2c08%’p — 1),
hp = 575 + 6D2COS ¢ D2 + 6D2( cos“p — 1)
1+ cos?
:> ulp - TZQD (A.8)

Junto con la solucién a la ecuacién homogénea, la solucion general para (A,6) es

1+ Ccos¢ + cos?¢
e 3D?2

(A.9)
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Por lo tanto, la solucién de la forma (A,5) es

. sing n m(1+ Ccos¢ + cosch).

5 - (A.10)

. ~ . . m . .
Al considerar pequefio el coeficiente D puede verse a la ecuacién anterior como

una perturbacién al movimiento en linea recta anteriormente obtenido.

Para un punto lejano al origen (1 — 0) la ecuacion (A,10) se vuelve

sing N m(1+ Ccos¢ + cos>¢)

D D2 =0

y observando la siguiente figura, se consideran los dngulos para las asintotas de la
trayectoria —e1 y 71 + &

w e Asymptotes

Apparent ~~~~_ e
position ~=a -
of star e -

Light ray “,::zj Sj Arparent direction
. i 3% of light ray

FIGURA A.1

Luego, sustituyendo dichos dngulos en la solucién (A,10) se tiene: Para ¢;

—&1 m

m
=—(2 .
= €1 D( —|—C)
Para ¢,

m
D ;-0 =0
m
<:>€2:5(2_C).

Para obtener los resultados anteriores, se ha usado la aproximacién para dngulos
pequefios en las funciones seno y coseno.
Ahora, se usa la relacién geométrica

0=¢1+e,
que puede verse facilmente en la figura, con ello

-
D

m 4dm

6=502+0)+52-0) =5

Finalmentel la ecuacién expresada en unidades no relativistas es

4
5_ 4cM

= : Al
2D (A11)

donde 4 es el d&ngulo de deflexién para un rayo de luz en presencia de un campo
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gravitacional con simetrfa esférica.

La primer medida de este fenémeno fue realizada por Sir Arthur Eddington en
1929, durante un eclipse total. En esta observacién se compararon las posiciones de
las estrellas que aparecen cercanas al sol, durante el eclipse y durante la noche, con
el fin de captar una diferencia en sus trayectorias debida a la presencia del campo
gravitacional generado por el sol. Las mediciones més actuales de estas diferencias
estdn entre 1,57 y 1,82 + 0,2 segundos de arco.

Si se consideran rayos de luz paralelos provenientes de una fuente lejana, la presen-
cia de un objeto masivo provocara la defelxién de dichos rayos y su convergencia
en un punto paralelo al eje en que éstos viajan. En este caso las fuenes de campo
gravitacional esféricamente simétrico acttian como lentes gravitacionales, como se
observa en la figura.

@ Sun

FIGURA A.2
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He constatado que la estudiante posee dominio del tema y que el estudio que realizo
es de calidad. Me complace informarle que estoy de acuerdo con que se realice la
presentacion del trabajo de tesis, puesto que el mismo cuenta con requisitos de sobra
para la obtencion del grado de Licenciatura en Ingenieria Fisica.

Reciba mis cordiales saludos,

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”
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__Pra. Nana Geraldine Cabo Bizet

Departamento de Fisica
Campus Ledn, Universidad de Guanajuato
Loma del Bosque 103, Colonia Lomas del Pedregal
C.P. 37150, Lebn, Guanajuato,
México



— Asunto: Revision de Tesis
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# 18180y l'f'
Guanajua Ledn, Gto., a 26 de Noviembre de 2019

DR. DAVID DELEPINE
DIRECTOR DE LA DIVISION DE
CIENCIAS E INGENIERIAS
UNIVERSIDAD DE GUANAJUATO
PRESENTE:

Por medio de la presente quiero responder a la solicitud de revision del
trabajo de tesis titulado “Correcciones de gravedad entrdpica a las Orbitas
planetarias ”, realizado por Gemma Elizabeth Pérez Cuellar.

Debido a fungi como asesor de este trabajo, he revisado la progresion de
dicho trabajo. El resultado mas importante fue establecer las cotas para una
formulacion entropica de la gravedad. Dichas cotas se obtienen al analizar el
corrimiento del perihelio de mercurio. Cabe mencionar que de los resultados
obtenidos se esta escribiendo un articulo de investigacion.

A mi juicio es un trabajo relevante en el que se estudia los efectos de una
nueva formulacion de la gravedad. Razon por la cual considero que es del nivel
para obtener el grado de Licenciado en Ingenieria Fisica, y que el trabajo esta listo
para la defensa publica.

Sin mas por el momento

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”

guel Sabido Moreno
Profesor Titular B

C.c.p. Archivo
DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS

Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre C.P. 37150 Ledn, Gto., Ap. Postal E-143 C.P. 37000 Tel. (477) 788-5100 Fax:(477) 788-5100 ext. 8410, http://www.ifug.ugto.mx
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Ledn, Gto., a 26 de noviembre de 2019

DR. DAVID DELEPINE

DIRECTOR DE LA DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS
CAMPUS LEON

UNIVERSIDAD DE GUANAJUATO

PRESENTE

Estimado Dr. Delepine,

En mi calidad de miembro del comité de sinodales de la estudiante de Licenciatura en
Ingenieria Fisica Gemma Elizabeth Pérez Cuéllar, por este medio informo a usted que
he revisado su trabajo de tesis titulado “Correcciones de gravedad entrépica a las
Orbitas planetarias"” que realiz6 Gemma con el fin de obtener el grado de Licenciatura
en Ingenieria Fisica.

El trabajo de Gemma Elizabeth posee el contenido y la relevancia necesaria como
trabajo de investigacion. Considero que su trabajo de tesis esta listo para ser
defendido publicamente.

Sin mas por el momento, me despido con un cordial saludo.

ATENTAMENTE
“LA VERDAD OS HARA LIBRES”

Dr. José Luis Lopez Picén
Departamento de Fisica

DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS, CAMPUS LEON

Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre C.P. 37150 Ledn, Gto., Ap. Postal E-143 C.P. 37000 Tel. {477) 788-5100
Fax: (477) 788-5100 ext. 8449. Email: jl_lopez ®fisica.ugto.mx



Ledn, Guanajuato, a 27 de noviembre de 2019

DR. LEONARDO ALVAREZ VALTIERRA
SECRETARIO ACADEMICO )
DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS

Por la presente declaro que la tesis "Correcciones de gravedad entrépica a las
orbitas planetarias”, escrita por la C. Gemma Elizabeth Pérez Cuéllar, cumple con
los critérios de calidad para obtener el titulo de Licenciada en Fisica.

ATENTAMENTE b :
“LA VERDAD O$,HARA LIBRES" i

UNIVERSIDAD DE GUANAJUATO
CAMPUS LEON
DIVISION DE CIENCIAS E INGENIERIAS
SECRETARIA ACADEMICA
DR. DAVID YVESXSHISLAIN DELEPINE

C.p. Archivo

Division de Ciencias e Ingenierias, Campus Ledn
Loma del Bosque 103, Fracc. Lomas del Campestre
C.P. 37150, Leon, Gto., México
www.dci.ugto.mx



