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Capítulo 1

Introducción

Uno de los propósitos más básicos de la ciencia es el de construir modelos cu-
yos resultados representen de manera consistente lo que se observa en la naturaleza.
Existen trabajos muy diversos, que estudian fenómenos diversos y que, a su vez,
emplean distintos enfoques, propuestas y métodos. A menudo estos trabajos com-
parten características entre sí. La motivación de este trabajo de tesis está relacionada
con el acercamiento a modelos alternativos de las interacciones fundamentales de la
naturaleza, propuestos con el fin de empatar sus descripciones con las de fenómenos
cuyos detalles permanecen sin una descripción satisfactoria.

En ese sentido, consideremos, como ejemplo, dos de los fenómenos cuya des-
cripción ha motivado múltiples esfuerzos y modelos desde hace varias décadas: El
movimiento de las galaxias (Rubin y Ford Jr, 1970) y la expansión del universo (Riess
y col., 1998). Como causa de estos fenómenos se han propuesto los componentes de-
nominados Materia Oscura (Swart, Bertone y Dongen, 2017) y Energía Oscura (Pee-
bles y Ratra, 2003), respectivamente. Propuestas que implican la gran tarea de mo-
delar estos nuevos componentes y hacer esta descripción consistente con las teorías
actualmente utilizadas, aceptadas principalmente por sus resultados experimenta-
les. La descripción de fenómenos nuevos, como éstos, así como las preguntas que
surgen en consecuencia de las mismas teorías, empujan a la búsqueda de alternati-
vas y visibilizan sus inconsistencias o la falta de “piezas” en ellas.

Antes de mirar hacia las alternativas conviene repasar la forma en que se han
descrito con éxito distintos fenómenos en el pasado, la naturaleza o características
de dichos fenómenos y, por su puesto, las observaciones que nos permiten recono-
cerlos. Actualmente las teorías se inclinan por la idea de que existen cuatro maneras
distintas en que la materia interactúa. Los fenómenos que estas cuatro interacciones
fundamentales describen van desde la constitución de la materia misma hasta las
situaciones físicas más comunes de nuestro entorno cotidiano. La relevancia de la
interacción para cada fenómeno depende, en parte, de la escala del sistema a descri-
bir, ya sea al interior de un átomo o alrededor de un grupo de galaxias.

Las cuatro interacciones fundamentales son: La Débil, Fuerte, Electromagnética
y Gravitacional, cuyo alcance e intensidad se describe a continuación
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Interacción Intensidad relativa Alcance (m) Partícula
Fuerte 1038 10−15 Gluón
Débil 1025 10−18 Bosones W y Z

Electromagnética 1036 −→ ∞ Fotón
Gravitacional 1 −→ ∞ Gravitón

CUADRO 1.1: Características de las interacciones fundamentales

Como puede observarse, las fuerzas fuerte y débil predominan en las escalas
atómica y subatómica, respectivamente. La fuerza fuerte representa, a grandes ras-
gos, la interacción que permite la conformación de los núcleos atómicos. Por otro
lado, mediante la fuerza débil se explican y calculan los decaimientos de partículas
o núcleos, fenómeno a través del cual dichas partículas o núcleos se transforman,
liberando energía. Con un alcance mucho mayor, en cuanto a distancia, la fuerzas
electromagnética y gravitacional representan las interacciones que resultan más fa-
miliares a partir de nuestra experiencia. La interacción electromagnética explica los
fenómenos que involucran cuerpos con carga eléctrica y la interacción gravitacional
aquellos que involucran cuerpos masivos. Como puede verse en la última colum-
na del cuadro 1.1, cada una de las interacciones se caracteriza por ser resultado del
intercambio de una partícula específica. Como ejemplo, la interacción electromagné-
tica surge del intercambio de fotones entre partículas cargadas. En esta descripción,
se considera al gravitón como la partícula a ser intercambiada entre partículas con
masa, que genera la interacción gravitacional. Cabe mencionar que, al día de hoy,
dicha partícula no ha sido observadas de manera directa. (Salam, 1980)

Desde hace algunas décadas, uno de los modelos más exitosos de la física ha
sido construido a partir de la perspectiva de la Mecánica Cuántica. El Modelo Están-
dar, es una Teoría Cuántica de Campos conformada por un conjunto de teorías que
describen la materia y sus interacciones. Las descripciones incluyen tres de las cua-
tro interacciones fundamentales: La fuerza fuerte, descrita por la Cromodinámica
Cuántica y las fuerzas Electromagnética y Débil, descritas por la Teoría Electrodébil.
A través de este modelo se han podido calcular las características experimentales,
principalmente en cuanto a energía, necesarias para comprobar, ya sea de forma
directa o indirecta, la existencia de las distintas partículas del modelo, cuyas carac-
terísticas se resumen a continuación.
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FIGURA 1.1: Representación de las partículas fundamentales descri-
tas por el Modelo Estándar, ordenadas de acuerdo a sus característi-

cas principales (Tomé, 2014).

Las partículas incluidas en este modelo se encuentran caracterizadas por su ma-
sa, adquirida mediante el mecanismo de Higgs, su carga eléctrica y su número cuán-
tico de espín. A su vez, están agrupadas de acuerdo al tipo de partícula, en quarks,
leptones y bosones de norma (Novaes, S. F., 2000).

Por otro lado, la interacción gravitacional está descrita por la teoría de la Relati-
vidad General (RG) (Einstein, 1916), que a diferencia del Modelo Estándar, se basa
en una descripción geométrica del espacio tiempo. Escrita en un formalismo de ten-
sores, la Relatividad General relaciona a la materia contenida en el espacio con la
forma o curvatura de éste. Al igual que el Modelo Estándar, esta teoría ha tenido re-
sultados exitosos a lo largo de más de un siglo desde su publicación. Algunos de sus
primeros éxitos, relacionados con fenómenos no descritos por la Mecánica Clásica, y
denominados Pruebas Clásicas de la Relatividad General, se desarrollan posterior-
mente en este trabajo.

Las pruebas clásicas de la relatividad general se consolidaron como resultados
importantes para la validación de la entonces nueva teoría, pues permitieron com-
probar que la Relatividad General cumple con el principio de correspondencia. Cual-
quier nueva propuesta en la explicación de un fenómeno debe ser consistente con las
teorías previamente aceptadas, es decir, ninguna de sus consideraciones debe con-
tradecir o anular los axiomas ni características de la o las otras teorías. Al comparar
entre los modelos propuestos y las teorías aceptadas, es importante hacerlo en la
misma escala, tomando un rango de validez común. En el caso de la Relatividad Ge-
neral, al considerar velocidades pequeñas en comparación con la velocidad de la luz
y campos gravitacionales débiles, el rango de validez coincide con el de la Gravita-
ción Universal Newtoniana, teoría utilizada en el momento en que RG fue propuesta
(d’Inverno, 1998).

En el siglo XVII, Isaac Newton describe a la gravedad con una ecuación de inver-
so cuadrado, denominada Ley de Gravitación Universal, que denota la interacción
gravitacional entre dos partículas con masas m1 y m2, separadas por una distancia r,

F =
Gm1m2

r2 r̂ = −∇Φ, (1.1)
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donde Φ es el potencial gravitacional Newtoniano y G es la constante de gravitación
universal, G = 6.6743 × 10−11Nm2/kg2. Esta descripción está basada en la Mecáni-
ca Clásica Newtoniana, es decir, tiene como axiomas las tres leyes de Newton y está
escrita originalmente en un formalismo de ecuaciones diferenciales, que representan
las Ecuaciones de Movimiento del sistema. Es útil para calcular las trayectorias y ve-
locidades de los cuerpos involucrados en fenómenos de nuestro entorno cotidiano,
con bajas velocidades (en comparación con la velocidad de la luz) y campos gravita-
cionales de poca intensidad.

Otras formulaciones útiles e importantes de la Mecánica Clásica se basan en la
descripción de la energía del sistema. Los formalismos Lagrangiano y Hamiltoniano
son ejemplos de ello. En estas formulaciones, la información acerca de la dinámica
de un sistema queda determinada por un funcional y las ecuaciones de movimiento
pueden obtenerse utilizando el principio de mínima acción, el cual establece que
la trayectoria seguida por un sistema es un extremo de la denominada acción, S,
definida como

S =
∫ ti

t0

L(q, q̇)dt, (1.2)

donde L es el funcional y qi las coordenadas generalizadas que caracterizan al sis-
tema; q̇i indica la derivada de q con respecto del tiempo. En este formalismo, las
Ecuaciones de Movimiento pueden encontrarse a partir de dicho funcional, median-
te las Ecuaciones de Euler-Lagrange

∂L

∂qi
− d

dt

(

∂L

∂q̇i

)

= 0. (1.3)

En el formalismo Hamiltoniano, las ecuaciones de movimiento están dadas por las
denominadas Ecuaciones de Hamilton,

q̇i =
∂H

∂pi
y ṗi =

∂H

∂qi
, (1.4)

donde H es el funcional Hamiltoniano, qi las coordenadas generalizadas y pi los
momentos generalizados, definidos por la relación

pi =
∂H

∂q̇i
.

Para ambos formalismos, las ecuaciones de movimiento son equivalentes a las obte-
nidas en la teoría de Newton.

En esta teoría clásica, y utilizando las formulaciones Lagrangiana y Hamiltonia-
na, pueden obtenerse las Leyes de Kepler, mediante las cuales se puede calcular, en-
tre otras cosas, el comportamiento de los cuerpos de un sistema planetario. Dichas
leyes pueden obtenerse al resolver el problema de dos cuerpos, el cual considera
dos objetos masivos sometidos a un potencial central, es decir, de la forma 1/r. Al
analizar el problema en el formalismo Lagrangiano, resulta evidente la conservación
del momento angular del sistema, siendo ésta una de sus características esenciales.
Además, en el formalismo Hamiltoniano, puede relacionarse fácilmente la energía
del sistema con el radio de las órbitas. Así, la ecuación diferencial que resulta del de
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este sistema es (Thornton y Marion, 5ta ed.)

d2u

dφ2 + u =
1
α

, (1.5)

donde u = 1/r. Tiene como solución a la ecuación de movimiento

α

r
= 1 + e cos φ. (1.6)

Esta expresión, denominada Ecuación de secciones cónicas, describe distintas cur-
vas como la elipse, hipérbola, parábola o circunferencia, con el foco en el origen,
dependiendo de los parámetros físicos del sistema, representados por las variables

α ≡ l2

µk
, e ≡

√

1 +
2El2

µk2 , (1.7)

donde l es el momento angular, E la energía, k es una constante relacionada con
el potencial central y µ la masa reducida del sistema. A su vez, las variables α y ε
representan variables geométricas de la órbita. La excentricidad ε denota el grado de
diferencia de la curva respecto de una circunferencia. Por ejemplo, la excentricidad
de una circunferencia es claramente e = 0, mientras que la excentricidad de una
elipse puede ser e = 0.2. Es decir que la elipse tiene un grado de diferencia de 0.2
respecto de una circunferencia, lo cual puede visualizarse en el achatamiento de sus
polos. Por otro lado, α es el parámetro geométrico latus rectum, definido como la
cuerda que pasa por uno de los focos de la curva y es paralela a su directriz.

FIGURA 1.2: Secciones cónicas en función de la excentricidad e (ε en
la notación de la figura) (Thornton y Marion, 5ta ed.).

Como se mencionó anteriormente, a través de un análisis en el formalismo La-
grangiano y luego en el formalismo Hamiltoniano, pueden verificarse las leyes esta-
blecidas de manera empírica por Johannes Kepler, en 1609. Las tres leyes de Kepler
pueden ser expresadas de la siguiente forma:

1. Los planetas se mueven en órbitas elípticas con el sol en uno de sus focos.
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2. En una órbita, el radio que va del sol al planeta barre un área constante por
unidad de tiempo. Dicho de otro modo, el radio de la órbita barre áreas iguales
en tiempos iguales.

dA

dt
=

l

2µ
. (1.8)

3. El cuadrado del período de un planeta, τ, es proporcional al cubo del semieje
mayor a

τ2 =
4π2µ

Gm1m2
a3. (1.9)

Como se mencionó anteriormente, existen fenómenos en la escala planetaria que
no encuentran descripción utilizando las leyes de Kepler. A partir de esta escala otras
consideraciones son necesarias debido, principalmente, a la velocidad del sistema y
a la intensidad de los campos gravitacionales. En estos casos la descripción de Re-
latividad General es la adecuada, al ser una teoría de gravedad construida a partir
de una mecánica relativista: La teoría de Relatividad Especial (Einstein y col., 1905).
Ésta puede construirse a partir de dos principios. El primero implica la validez de
las leyes de la física en cualquier sistema de referencia. Para ello se establece que
dichas expresiones deben ser invariantes bajo transformaciones espacio-temporales.
El segundo establece la velocidad de la luz como constante y como velocidad máxi-
ma a la que puede propagarse la información en el vacío.

Estos principios implican dejar de considerar al tiempo como un absoluto y con-
siderarlo como una coordenada más, de modo que la posición de un sistema en el
espacio tiempo queda descrita por las coordenadas (ct, x, y, z) o xa, donde a va de 0
a 3. Los cambios de marco de referencia se llevan a cabo mediante las transforma-
ciones de Lorentz, cuyas expresiones incluyen combinaciones lineales de las coorde-
nadas espaciales con la temporal. Así, al ser las leyes físicas invariantes bajo estas
transformaciones, queda explícito que el tiempo y el espacio dejan de tratarse como
absolutos y por separado, como sucede en la mecánica Newtoniana, para tratarse
como un espacio-tiempo de tres coordenadas espaciales y una coordenada tempo-
ral. Más detalles sobre la teoría de la Relatividad General se incluyen en el capítulo 2.

Esta teoría ha probado ser exitosa en la descripción de distintos fenómenos ob-
servados en la naturaleza y cuenta con predicciones de fenómenos nuevos, com-
probados posteriormente de manera experimental. Ejemplos de ello son las ondas
gravitacionales y la existencia de agujeros negros. Propuestos hace más de un siglo,
fueron observados en 2015 y 2019, por las colaboraciones LIGO (Abbott y col., 2016)
y EHT (EHT, 2019), respectivamente. Sin embargo, ciertas preguntas que surgen na-
turalmente de la teoría carecen de respuesta en esta descripción, tales como, ¿qué
sucede al interior de un agujero negro? Por otro lado, fenómenos como la existencia
de Materia Oscura y Energía Oscura, mencionadas en párrafos anteriores, carecen
también de una teoría que los describa de manera satisfactoria.

Lo que se observa directamente es, por ejemplo, que las curvas de rotación de ga-
laxias corresponden a las de cuerpos con más masa de la que se mide, lo que permite
pensar en un componente extra de materia que contribuya en el comportamiento de
los cuerpos masivos en el espacio-tiempo, es decir, que interactúe de forma gravi-
tacional. Así, esencialmente, la materia oscura como componente de los sistemas
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gravitacionales aparece como el complemento para que el comportamiento de di-
chos sistemas concuerde con el observado. A su vez, la observación sistemática de
la distancia entre puntos del espacio-tiempo, sugiere su expansión a una velocidad
cada vez mayor. Para empatar con las observaciones, el componente que proporcio-
na la energía necesaria para una expansión de este tipo es la denominada Energía
Oscura.

De las propuestas anteriores surgen preguntas relacionadas con la naturaleza de
estas componentes desconocidas. Las partículas que las conforman y la forma de su
interacción con las partículas del Modelo Estándar, así como los mecanismos que
producen estos fenómenos en el marco de la Relatividad General, son aún descono-
cidos. No obstante, existen numerosas propuestas, nuevas teorías o modificaciones
de las teorías existentes, que además de buscar solucionar los problemas actuales en
la descripción de lo que observamos en el universo, pretenden explorar los límites
de las teorías existentes, buscando una mejor comprensión de lo que las observa-
ciones significan en cada una de ellas. En este trabajo se considera, en particular,
un modelo de partículas con propiedades peculiares, propuesto como un sector “es-
condido” del Modelo Estándar, así como las modificaciones que éste genera en las
interacciones gravitacionales en el límite clásico.

El modelo de Unparticles se ha propuesto como un sector invariante de escala
del Modelo Estándar (Georgi, 2007). Generalmente, las teorías cuánticas de campos
no son invariantes de escala. Esta característica, relacionada al comportamiento de
la teoría bajo dilataciones en las coordenadas, implica la descripción de partículas
sin masa definida. Las partículas de este sector, denominadas unparticles (no partí-
culas) tienen espectros de masa continuos.

Si las partículas de este sector existen, podrían interactuar con las partículas del
Modelo Estándar debajo de cierta escala de energía Λu, lo que convierte esta descrip-
ción en una teoría efectiva. Debajo de esta energía crítica, las partículas del Modelo
Estándar, caracterizadas por la escala de masa de Planck, Mp, interactuarían median-
te el intercambio de unparticles, caracterizadas por la escala de masa Mu. Además,
el parámetro du indica la dimensión de los operadores que, debajo de la escala Λu,
se convierten en los operadores de Unparticles.

Todos los parámetros mencionados en el párrafo anterior, salvo la masa de Planck,
son parámetros libres del modelo de Unparticles. Fijarlos implica una descripción
completa del modelo. Particularmente, conocer la escala de energía Λu se relaciona
directamente con las especificaciones experimentales para observar las interacciones
en cuestión y, de ser factible, comprobar o descartar el modelo. Otra forma de des-
cartarlo o darle solidez es aplicar el modelo a fenómenos conocidos, de modo que
los parámetros libres puedan cotejarse con las observaciones y revisar la consistencia
en el orden de magnitud resultante.

En este trabajo se considera el sector de gravedad de Unparticles, denominado
Ungravity. El objetivo es estudiar los fenómenos conocidos como pruebas clásicas
de la Relatividad General; precesión de las órbitas planetarias, deflexión de la luz y
corrimiento al rojo gravitacional; utilizando distintas ecuaciones con modificaciones
de Ungravity obtenidas de la literatura. Particularmente se consideran las siguientes:
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Una ecuación para el potencial gravitacional modificado (Goldberg y Nath,
2008).

Una fuerza entrópica Newtoniana, con contribuciones de Ungravity (Nicolini,
2010).

Una métrica de Schwarzschild modificada (Gaete, Helaÿel-Neto y Spallucci,
2010).

Las ecuaciones diferenciales obtenidas en cada caso se resuelven para los valores
fijos del parámetro du = 3

2 , 2, 3 y 4. Conociendo las cotas experimentales para los fe-
nómenos en cuestión, en el caso sin correcciones, se obtienen cotas para el parámetro
RG, y con ello se visualizan los espacios de parámetros para la escala de energía Λu

al variar la masa característica Mu, mediante la relación

Λu =
1

πRG

(

Mp

Mu

)1/(du−1)

×
(

2
π

Γ(du +
1
2 )Γ(du − 1

2 )

Γ(2du)

)1/(2du−2)

. (1.10)

Se consideran masas en el intervalo 103GeV ≤ Mu ≤ 1025 GeV. Al utilizar el
sistema de unidades naturales, c = 1 y h̄ = 1, la masa de Planck tiene el valor
Mp = 2.4× 1018 GeV. Otra consideración se refiere a los valores permitidos para RG,
ya que al presentarse como una cota superior, los valores para la energía característi-
ca representan cotas inferiores, dada la ecuación (1.10), lo cual implica que la región
válida para la Λu es la que se encuentra por encima de las rectas representadas en
las gráficas de cada capítulo. Finalmente, los resultados son comparados entre sí y
con otros resultados tomados de la literatura.

El trabajo se distribuye como se menciona a continuación: El capítulo 2 incluye la
obtención de la solución de Schwarzschild y una modificación proveniente de Un-
gravity, así como el espacio de parámetros para una constante cosmológica efectiva,
tomada de los resultados en Díaz-Saldaña, López-Domínguez y Sabido, 2020. En el
capítulo 3 se desarrollan de manera breve las pruebas clásicas de la Relatividad Ge-
neral, siguiendo la notación de d’Inverno, 1998. El capítulo 4 consta de la obtención
de las cotas para los parámetros del modelo de Unparticles, a través de la prece-
sión del perihelio de Mercurio y el corrimiento al rojo gravitacional. Ello a partir de
ecuaciones modificadas, en el límite de campo débil (en este capítulo no se incluye
el fenómeno de deflexión de la luz, pues como puede verse en el capítulo 3, este
efecto no se observa a primer orden). En el capítulo 5 se desarrollan las tres pruebas
clásicas de RG para obtener las cotas sobre los parámetros de Unparticles, utilizan-
do una métrica de Schwarzschild modificada. El último capítulo está dedicado a las
conclusiones del trabajo.
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Capítulo 2

Solución de Schwarzschild y
modificaciones

2.1. Relatividad General

Escrita en un formalismo de tensores, la Relatividad General proporciona una
descripción geométrica del espacio-tiempo (d’Inverno, 1998), su curvatura está de-
terminada por la materia que contiene y, a su vez, la dinámica de la materia está
determinada por la curvatura del espacio-tiempo

Rµν −
1
2

gµνR − Λgµν = Gµν − Λgµν =
8πG

c4 Tµν. (2.1)

En la anterior, denominada ecuación de campo de Einstein, el lado izquierdo está
relacionado con la curvatura del espacio-tiempo y el lado derecho con la materia.
Usualmente se identifica la materia contenida en el sistema, denotada por el tensor
de energía momento Tµν y se resuelve la ecuación anterior para encontrar el tensor
métrico gµν, el cual contiene toda la información sobre la geometría del espacio-
tiempo; para ello deben resolverse diez ecuaciones no lineales. Rµν y R, denomi-
nados tensor de Ricci y escalar de Ricci, respectivamente; contienen esencialmente
segundas derivadas de la métrica. En la segunda igualdad, el término Gµν se co-
noce como tensor de Einstein. Finalmente, el término del lado izquierdo, Λ, es la
denominada constante cosmológica, añadida históricamente por Einstein como una
condición de frontera. Se asume que esta constante tiene un valor numérico peque-
ño, por lo que tendría relevancia únicamente a escalas cosmológicas.

Al igual que en la formulación Lagrangiana de la teoría Newtoniana, las ecuacio-
nes de campo de RG (2.1) se pueden obtener usando el principio de acción extremal,δS =
0, para la denominada acción de Einstein-Hilbert

S =
c4

16πG

∫

√

−gRd4x, (2.2)

donde g es el determinante de la métrica. Para describir otros campos de materia, se
pueden agregar términos de la forma

SM =
∫

LMd4x.

Conocer gab permite definir las distancias entre los distintos puntos del espacio-
tiempo. Para una métrica determinada, existen curvas especiales denominadas geo-
désicas, que minimizan la distancia entre dos puntos de un espacio curvo, siendo la
extensión de la noción de línea recta en espacios planos. Dichas curvas son solución
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a la ecuación de geodésicas

d2xa

dτ2 + Γ
a
bc

dxb

dτ

dxc

dτ
= 0, (2.3)

que puede visualizarse como la segunda derivada de una curva en el punto xa, res-
pecto del parámetro afín τ. El símbolo de Christoffel, Γ

a
bc, es parte de la definición

de la derivada de un tensor. Por otro lado, el tensor métrico permite comparar Re-
latividad General con la teoría clásica. Para un sistema con simetría esférica y una
partícula de prueba, la aproximación a un espacio plano y una velocidad pequeña
respecto de c, cumple

g00 ≈ 1 +
2Φ

c2 , (2.4)

conocido como límite de campo débil. Esta ecuación es equivalente a la ecuación de
Poisson utilizada en gravedad Newtoniana.

2.2. Solución de Schwarzschild en Relatividad General

Como solución a las ecuaciones de Einstein, la métrica de Schwarzschild describe
el espacio tiempo vacío, en presencia de un campo gravitacional con simetría esfé-
rica cuya fuente se considera estática. Al estudiar campos estáticos puede demos-
trarse (d′ Inverno, 1998) que existe un sistema de coordenadas en el que la métrica no
depende explícitamente del tiempo y que los términos cruzados de la coordenada
temporal con las espaciales son nulos (g0α = 0). Además, se encuentra que la varie-
dad1 puede dividirse en secciones de tiempo constante. Por otro lado, los campos de
Killing, siendo aquellos que dejan invariante a la métrica, sirven para establecer la
simetría. Para la simetría esférica, el espacio tiempo se define como aquel que admite
tres campos de Killing linealmente independientes. Existe un sistema de coordena-
das xa en el que el campo asociado a la coordenada temporal se anula y los asociados
a las coordenadas espaciales tienen 3 transformaciones, donde cada una representa
una rotación espacial.

Para una sección de tiempo constante con el sistema de coordenadas xa, se consi-
dera un punto P a una distancia constante a del origen. En un espacio tiempo con las
características mencionadas anteriormente, las transformaciones (rotaciones espa-
ciales) de la métrica permiten describir al punto P sobre una 2-esfera, si los ángulos
de rotación están comprendidos en los intervalos (0 ≤ θ ≤ π) y (−π ≤ φ ≤ π).
Entonces, la distancia infinitesimal entre los puntos del espacio es

ds2 = a2(dθ2 + sin2 θdφ2), (2.5)

con r = a. Debido a que la métrica es invariante ante las transformaciones sobre
esta esfera, equivalentes a las transformaciones (θ → θ′ = π − θ) y (φ → φ′ = −φ),
quedan excluidos los términos de la forma dθdφ.

Ahora, se propone un elemento de línea esféricamente simétrico, cuya forma será
determinada a partir de distintas restricciones para escribir el elemento de línea de

1Entiéndase una variedad como el espacio n-dimensional que localmente (en secciones pequeñas)
se parece a R

n. Si la variedad es diferenciable, las nociones de cálculo diferencial se cumplen localmen-
te.Es en cada punto de estas variedades donde se definen los tensores.
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Schwarzschild. Se trabaja en el sistema de coordenadas

(xa) = (x0, x1, x2, x3) = (t, r, θ, φ),

donde el cual el elemento de línea tiene la forma

ds2 = Adt2 − 2Bdtdr − Cdr2 − D(dθ2 + sin2 θdφ2),

siendo A, B, C y D, funciones de r y t, los elementos a determinar.

Primero, se introduce la transformación a la coordenada radial r → r′ = D
1
2 ,

entonces r′2 = D. Bajo esta transformación el elemento de línea toma la forma

ds2 = A′(t, r′)dt2 − 2B′(t, r′)dtdr′ − C′(t, r′)dr′2 − r′2(dθ2 + sin2 θdφ2). (2.6)

Por otro lado, observando que los diferenciales de la forma A′(t, r′)dt − B′(t, r′)dr′

pueden multiplicarse por un factor de integración I(t, r) que forma una diferencial
exacta, puede escribirse la transformación de la coordenada temporal

dt′ = I(r′, t)
[

A′(t, r′)dt − B′(t, r′)dr′
]

,

por lo tanto
dt′2 = I2 [A′2dt2 + B′2dr′2 − 2A′B′dtdr′

]

,

que puede reescribirse como

A′dt2 − 2B′dtdr′ = I−2 A′−1dt′2 − A′−1B′2dr′2, (2.7)

al dejar del lado izquierdo de la ecuación los términos que involucran la coordenada
temporal sin transformar. Sustituyendo el lado derecho de la igualdad anterior en
(2.6), se tiene

ds2 = I−2A′−1dt′2 − A′−1B′2dr′2 − C′dr′2 − r′2(dθ2 + sin2 θdφ2),

= I−2A′−1dt′2 − (A′−1B′2 + C′)dr′2 − r′2(dθ2 + sin2 θdφ2).

Luego, se definen las funciones exponenciales de ν y λ

eν = A′−1 I−2,

eλ = C′ + A′−1B′2,

lo cual garantiza que sean términos positivos y, por lo tanto, preserva la signatura
del elemento de línea. Con estas definiciones, el elemento de línea (2.6) se reescribe
como

ds2 = eνdt2 − eλdr − r2(dθ2 + sin2 θdφ2) (2.8)

donde ν y λ son funciones de t y r.
Para este elemento de línea, la métrica en su forma covariante es

gab = diag(eν,−eλ,−r2,−r2 sin2 θ). (2.9)

Las componentes del tensor de Einstein mixto, distintas de cero, para la métrica
anterior, donde las derivadas con respecto de t se denotan por λ̇ y las derivadas
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respecto de r como λ′, son

G0
0 = e−λ

(

λ′

r
− 1

r2 +
1
r2

)

, (2.10)

G1
0 = −e−λr−1λ̇ = −eλ−νG0

1 , (2.11)

G1
1 = −e−λ

(

ν′

r
+

1
r2

)

, (2.12)

G2
2 = G3

3 =
e−λ

2

(

ν′λ′

2
+

λ′

r
− ν′

r
− ν′2

2
− ν′′

)

+
e−ν

2

(

λ̈ +
λ̇2

2
− λ̇ν̇

2

)

. (2.13)

Ahora, considérese el caso en que el tensor de Einstein es nulo. Puede comprobarse,
mediante la identidad de Bianchi ∇νG

µ
ν = 0, que al anularse las ecuaciones (2.10),

(2.11) y (2.12), se anula la componente G3
3 . Ello implica que las ecuaciones lineal-

mente independientes son las correspondientes a G0
0 , G1

0 y G1
1 . Al igualarlas a cero,

se tiene

e−λ

(

λ′

r
− 1

r2

)

+
1
r2 = 0, (2.14)

λ̇ = 0, (2.15)

e−λ

(

ν′

r
+

1
r2

)

− 1
r2 = 0, (2.16)

respectivamente, que es el sistema de ecuaciones a resolver.
Sumando las ecuaciones (2.14) y (2.16), se sigue que

−e−λ

(

λ′

r
− 1

r2

)

= e−λ

(

ν′

r
+

1
r2

)

,

entonces
1
r2 − λ′

r
=

ν′

r
+

1
r2 , (2.17)

por lo tanto
λ′ + ν′ = 0. (2.18)

Al integrar la relación anterior
λ + ν = h(t), (2.19)

donde h(t) puede ser una función arbitraria del tiempo.
Luego, para obtener la función de la coordenada radial, se considera la ecuación
(2.16), la cual implica que λ es función únicamente de r. Nótese, en consecuencia,
que (2.14) es una ecuación diferencial ordinaria, que puede reescribirse como

e−λ

(

λ′

r
− 1

r2

)

= − 1
r2,

entonces
e−λ − re−λλ′ = 1.

En términos de una derivada total

(re−λ)′ = 1,

y al integrar
re−λ = r + c,
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donde c es una constante arbitraria. Al fijar la constante c = −2m

re−λ = r − 2m, (2.20)

entonces

eλ =

(

1 − 2m

r

)−1

. (2.21)

Hasta ahora, utilizando la ecuación anterior junto con (2.19), se puede escribir la
métrica (2.9) como

gab = diag

[

e−λ+h(t),−
(

1 − 2m

r

)−1

,−r2,−r2 sin2 θ

]

,

= diag

[

eh(t)

(

1 − 2m

r

)

,−
(

1 − 2m

r

)−1

,−r2,−r2 sin2 θ

]

.

Por último, para eliminar la función h(t) se propone la transformación t → t′, donde

t′ =
∫ t

c
e

1
2 h(u)du,

con c constante. Por otro lado, dado que se está considerando un tensor 2-covariante,
la regla de transformación para el elemento g00 = eh(t)

(

1 − 2m
r

)

de la métrica cumple

g′00 =
∂x0

∂x′0
∂x0

∂x′0
g00,

entonces

g′00 =

(

∂x′0

∂x0

)−2

g00.

Luego, utilizando el teorema fundamental del cálculo, el factor de transformación se
escribe como sigue

(

∂x′0

∂x0

)−2

=

(

∂t′

∂t

)−2

= (e
1
2 h(t))−2 = e−h(t).

Siempre puede utilizarse una transformación de esta forma para reescribir el primer
término de la métrica solamente como

(

1 − 2m
r

)

. Así, el elemento de línea para la
métrica de Schwarzschild es

ds2 =

(

1 − 2m

r

)

dt2 −
(

1 − 2m

r

)−1

dr2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2). (2.22)

Una vez establecida la forma del elemento de línea, puede fijarse la constante m
mediante el límite clásico. Debido a que en este límite la descripción debe coincidir
la mecánica clásica, se considera el potencial central producido por una masa M

Φ = −GM

r
,

y utilizando la ecuación (2.4) se tiene

g00 ≈ 1 +
2Φ

c2 = 1 − 2GM

c2r
.
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Por lo tanto, comparando con el término g00, la constante m debe ser

m =
GM

c2 .

2.3. Solución esféricamente simétrica modificada

En esta sección se muestra una forma general de escribir una métrica con simetría
esférica, modificada. Siguiendo el desarrollo de (DeBenedictis, 2007), se comienza
con un elemento de línea esféricamente simétrico

gab = diag
(

−eγ, eα, r2, r2 sin2 θ
)

, (2.23)

donde γ y α son funciones del radio. Luego, a partir de las ecuaciones de Einstein

Rµν −
1
2

Rgµν = Gµν =
8πG

c4 Tµν, (2.24)

pueden encontrarse los elementos distintos de cero del tensor de Einstein. En unida-
des geométricas (c = 1 y G = 1)

Gt
t =

e−α(r)

r2 (1 − rα(r),r)−
1
r2 = 8πTt

t ,

Gr
r =

e−α(r)

r2 (1 + rγ(r),r)−
1
r2 = 8πTr

r ,

Gθ
θ =

e−α(r)

2

(

γ(r),r,r +
1
2
(γ(r),r)

2 +
1
r
(γ(r)− α(r)),r −

1
2

α(r),rγ(r),r

)

= 8πTθ
θ

G
ϕ
ϕ =

e−α(r)

2

(

γ(r),r,r +
1
2
(γ(r),r)

2 +
1
r
(γ(r)− α(r)),r −

1
2

α(r),rγ(r),r

)

= 8πT
ϕ
ϕ ,

(2.25)
donde Gθ

θ ≡ G
ϕ
ϕ . De la ecuación para la componente temporal, se tiene

e−α(r)(1 − rα(r), r)− 1 = 8πr2Tt
t ,

e−α(r)(1 − rα(r), r) = 8πr2Tt
t + 1,

(2.26)

donde el lado izquierdo de la ecuación se reescribe como

∂r
[

re−α(r)
]

=
[

re−α(r)
]

, r

= e−α(r) − re−α(r)α(r), r

= e−α(r)(1 − rα(r), r)

. (2.27)

Entonces
∂r
[

re−α(r)
]

= 8πr2Tt
t + 1,

re−α(r) =
∫

8πr2Tt
t dr + r,

⇒ e−α(r) =
8π

r

∫

r2Tt
t (r)dr + 1.

(2.28)

Por otro lado, de la ecuación (2.23) se sabe que la componente radial de la métrica
es g11 = eα. Identificando esto con la ecuación obtenida anteriormente, g−1

11 = e−α.
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Entonces
8π

r

∫

r2Tt
t (r)dr + 1 = 1 − 2m(r)

r
, (2.29)

ya que se espera que la métrica siga siendo esféricamente simétrica. Al despejar, se
tiene

m(r) = −4π
∫

r2Tt
t (r)dr. (2.30)

Finalmente, en analogía con el caso de la sección anterior, se establece la relación
g−1

11 = e−h0 g00, donde el coeficiente exponencial puede reabsorberse utilizando el
cambio de coordenadas

t′ =
∫ t

cte=c
e1/2h0(u)du. (2.31)

De modo que, utilizando el teorema fundamental del cálculo, se obtiene la relación

g−1
11 = 1 − 2m(r)

r
= −g00. (2.32)

Como solución a la ecuación (2.30), se propone

Tt
t (r) = − M

4πr2 δ(r). (2.33)

2.4. Métrica de Schwarzschild con corrección de Ungravity

En la última sección de este capítulo se presentan las consideraciones tomadas en
(Gaete, Helaÿel-Neto y Spallucci, 2010), que resultan en una métrica de Schwarzs-
child modificada. Se comienza escribiendo la acción como

S ≡ SM + SU (2.34)

donde SM es la acción para materia ordinaria, partículas del Modelo Estándar, y SU

la acción de Ungravity. Para la materia ordinaria, se introduce la acción de un fluido
estático sin presión, de la forma

SM ≡ −
∫

d4x
√

gρ(x)uµuν, (2.35)

donde la densidad singular de energía representa una partícula puntual

ρ(x) ≡ M√
g

∫

dτδ(x − x(τ)). (2.36)

Para la acción de Ungravity (Gaete, Helaÿel-Neto y Spallucci, 2010) se tiene

SU =
1

2κ2

∫

d4x
√

g

[

1 +
AdU

(2dU − 1) sin (πdU)

κ2
∗

κ2

(−D2

Λ2
U

)1−dU
]−1

R, (2.37)

cuyo primer término es la acción de Einstein-Hilbert y el segundo término es la
acción efectiva no local.
Para la ecuación anterior, D2 es el operador D’Alembertiano D2 = gµν∇µ∇ν y las
constantes tienen los siguientes valores:

AdU
≡ 16π5/2

(2π)2dU

Γ (dU + 1/2)
Γ (dU − 1) Γ (2dU)

(2.38)



Capítulo 2. Solución de Schwarzschild y modificaciones 16

y

κ∗ ≡
1

ΛU

(

ΛU

MU

)dUV

, (2.39)

que para el caso dUV ' 1, cumple κ∗ '
1

MU
.

Para resolver las ecuaciones de Einstein provenientes de la acción propuesta, se
varía la acción respecto de la métrica gµν

R
µ
ν −

1
2

δ
µ
ν R = κ2

[

1 +
AdU

Λ
2−2dU
U

(2dU − 1) sin (πdU)

κ2
∗

κ2 (−D)dU−1

]

Tµ
ν,

≡ κ2Tµ
ν + κ2

∗
AdU

sin (πdU)
T

µ
Uν

,

(2.40)

donde el primer término del lado derecho corresponde a la solución de Sch-
warzschild. El segundo término modifica dicha solución, donde

T
µ
Uν ≡ Λ

2−2dU
U

2dU − 1
(−D)dU−1T

µ
ν , (2.41)

corresponde al tensor de energía momento. Al escribir el término de corrección
del lado derecho se agrega una contribución extra al tensor de energía momento.
Dado que este sistema (tipo Schwarzschild) es una solución de vacío, la contribu-
ción extra debe ser algo distinto a la materia convencional, es decir la del Modelo
Estándar. Por ello se considera que el término (2.41) es una contribución de materia
exótica.

Debido a la forma de la ecuación anterior, se espera que la solución sea de tipo
Schwarzschild (simetría esférica) por lo que la solución propuesta para el tensor de
energía momento, Tµν, como se ve en la sección anterior, tiene la forma

T0
0 = − M

4πr2 δ(r)

Tr
r = 0

Tθ
θ = T

φ
φ = − M

16πr
δ(r)

1
g00

∂rg00,

(2.42)

donde Tθ
θ y T

φ
φ son tales que cumplen la ecuación de conservación ∇µTµν = 0.

Para la forma del tensor de energía momento con corrección de Ungravity, la modifi-
cación se introduce en el término de masa (tipo de materia) por lo que en la ecuación
anterior, simplemente se sustituye el coeficiente M por la función M(r) (dada la si-
metría). Dicha función cumple con las siguientes expresiones

g−1
rr = 1 − 2GN

r
M(r) = −g00 y M(r) ≡ 4π

∫

drr2T0
0 . (2.43)

A partir de lo anterior, junto con la definición del tensor T
µ
Uν dada por (2.41) y la

densidad de energía (2.36) se tiene que la función de masa es

M(r) =
22dU−2

4π1/2

Γ (dU − 1/2)
Γ (2 − dU)

MΛ
2−2dU
U

(

1
r

)2dU−2

(2.44)
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y, por lo tanto, las componentes modificadas de la métrica son

g−1
rr = −g00 =1 − 2MGN

r

[

1 + κ2
∗

AdU

sin (πdU)

M(r)

2MGN

]

=1 − Rs

r

[

1 +
M2

Pld
κ2
∗

π2d − 1
Λ

2−2dU
U

Γ (dU − 1/2) Γ (dU + 1/2)
Γ (2dU)

(

1
r

)2dU−2
]

.

(2.45)
Finalmente, definiendo

ΓU ≡ 2
π2dU−1

Γ (dU − 1/2) Γ (dU + 1/2)
Γ (2dU)

y R∗ ≡
1

ΛU

(

MPl

MU

)

,1/(dU−1)

(2.46)
se escribe las componentes temporal y radial de la métrica como

g−1
rr = −g00 = 1 − VN(r)

[

1 + ΓU

(

R∗
r

)2dU−2
]

, (2.47)

donde el radio de Schwarzschild Rs = 2MGN = 2M/M2
Pl y −VN es el potencial

Newtoniano.

2.5. Constante cosmológica efectiva

En (Diaz-Barron y Sabido, 2021) se obtiene una constante cosmológica efectiva en
términos de la masa característica de Unparticles Mu y la dimensión du. Se parte de la
temperatura de Hawking para un agujero negro de Schwarzschild con correcciones
de Ungravity, utilizando la ecuación 5.77. Así, la temperatura modificada tiene la
forma

TU =
h̄c

4πkBr̃h






1 +

2 (2dU − 1) ΓU

1 + ΓU

(

R
F̃h

)2dU−2

(

R

r̃h

)2dU−2






, (2.48)

donde, al igual que en los demás casos considerados en este trabajo, los parámetros
de Ungravity cumplen

ΓU =
2

π2dU−1

Γ (dU − 1/2) Γ (dU + 1/2)
Γ (2dU)

y R =
1

λU

(

MPl

MU

)1/(dU−1)

. (2.49)

De la expresión (2.48) puede escribirse el diferencial de la entropía modificada como

dSU = d(A)
kBc3

4h̄G







1

1 + ΓU

(

R
r̃h

)2dU−2






, (2.50)

y a partir de esta ecuación puede encontrarse la expresión para la entropía del agu-
jero negro con correcciones de Ungravity. Luego, mediante la relación área entropía
para agujeros negros, en su versión modificada, se obtienen de dos modos distintos
las ecuaciones de Friedmann2. Primero, la ecuación de Friedmann se obtiene para

2La cosmología en el marco de la Relatividad General, basada en un elemento de línea Robertson-
Walker y considerando que el universo a gran escala está conformado por un fluido perfecto, está
descrita por la ecuación de Friedmann. Como se mencionó al inicio de este capítulo, a esta escala los
efectos de la constante cosmológica anñadida a las ecuaciones de campo se vuelven relevantes.
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el valor particular du = 3
2 y permaneciendo al orden más bajo. En el límite t → ∞

(equivalente a ρ → 0) dicha ecuación es

H2 +
κ

a2 =
π4

36R2 . (2.51)

Después, con el fin de obtener la constante cosmológica efectiva para du general,
se calculan numéricamente las soluciones para valores alrededor de du = 3

2 . Así,
resulta la siguiente expresión aproximada para la constante cosmológica efectiva

Λe f f ∼ Λ
2
u

(

Mu

Mpl

) 2
du−1

. (2.52)

De este resultado y con el fin de comparar con los resultados de los capítulos 4 y
5, se grafica el espacio de parámetros para los valores du = 3

2 , du = 2, du = 3 y
du = 4, considerando el valor de la constante cosmológica, sin correcciones, como
Λ = 1.1056 × 10−52m−2. Ambos ejes de la gráfica están en escala logarítmica.

]=

1000 107 1011 1015 1019 1023 1027
10-44

10-34

10-24

10-14

10-4

106

Mu (MeV)

Λ u(M
eV

)

Constante cosmológica efectiva

du=
3

2

du=2

du=3

du=4

FIGURA 2.1: Espacio de parámetros para una constante cosmológica
efectiva, a partir de la ecuación de Friedmann modificada.
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Capítulo 3

Pruebas clásicas de la Relatividad
General (RG)

3.1. Precesión del Perihelio de Mercurio

Con la órbita de un planeta descrita como una elipse, si se toma un punto fijo en
dicha órbita y se compara su posición antes y después de una revolución, se observa
una pequeña diferencia entre ambos puntos. A este efecto se le denomina precesión
de la órbita. Con las leyes de Kepler, cap. 1, modelo empleado para describir el siste-
ma solar, este fenómeno no tiene descripción analítica. Si bien es cierto que dentro de
la teoría clásica la precesión aparece al introducir un término de perturbación, que
proviene de considerar el efecto de los demás planetas en el campo gravitacional
que determina la trayectoria de cada planeta, esta predicción resulta en discrepancia
con la precesión observada, por ejemplo, para la órbita de Mercurio. En tal caso, si
se toma como referencia el punto más cercano de la órbita al sol, denominado pe-
rihelio, se observa una diferencia aproximada de 43 segundos de arco por siglo. Lo
anterior significa que, siendo la órbita de Mercurio una elipse, el semieje mayor de
dicha elipse se ve desplazado un ángulo de 43 segundos de arco, cada cien años,
como puede visualizarse en la figura 3.1.

FIGURA 3.1: Precesión del perihelio de una órbita elíptica (d’Inverno,
1998).

El análisis de este fenómeno en el marco de la Relatividad General inicia con la
solución de Schwarzschild, obtenida en el capítulo anterior

ds2 =

(

1 − 2m

r

)

dt2 −
(

1 − 2m

r

)−1

dr2 − r2 (dθ2 + sin2 θφ2) , (3.1)

donde m es la denominada masa geométrica m =
GM

c
y M la masa fuente del cam-

po. Para nuestro sistema planetario M es la masa del sol M�.
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Al tratarse de una partícula con masa en presencia de un campo gravitacional
de simetría esférica, la partícula en cuestión se moverá sobre una geodésica tipo
espacio. Con el fin de obtener las ecuaciones de movimiento de la partícula, se define
el funcional

2k = gab ẋa ẋb = β, (3.2)

donde β toma los valores β = 1, 0 y −1, si se trata de geodésicas tipo espacio, nulas o
tipo tiempo, respectivamente. De este modo, la ecuación de geodésicas puede escri-
birse como la variación de un funcional, usando el principio de acción estacionaria.
Así, k cumple una ecuación de Euler - Lagrange

∂k

∂xα
− d

dτ

(

∂k

∂ẋα

)

= 0. (3.3)

Considerando β = 1 y la solución de Schwarzschild obtenida en el capítulo anterior,
la ecuación (3.2) se escribe como

2k =

(

1 − 2m

r

)

ṫ2 −
(

1 − 2m

r

)−1

ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2 = 1, (3.4)

donde el punto denota la derivada con respecto al tiempo propio τ. La ecuación de
movimiento para cada coordenada xα se muestra a continuación.

α = 0:
d

dτ

[(

1 − 2m

r

)

ṫ

]

= 0. (3.5)

α = 1:

m

r2 ṫ2 +

(

1 − 2m

r

)−2 m

r2 ṙ2 − rθ̇2 − r sin2 θφ̇2 +
d

dτ

[

(

1 − 2m

r

)−1

ṙ

]

= 0. (3.6)

α = 2:
d

dτ
(r2θ̇)− r2 sin θ cos θφ̇2 = 0. (3.7)

α = 3:
d

dτ
(r2 sin2 θφ̇) = 0. (3.8)

Al igual que en el desarrollo clásico de este fenómeno, al considerar la conservación
del momento angular en el sistema en cuestión, es conveniente hacer la descripción
utilizando únicamente la variable angular φ. Esto implica describir al sistema sobre
un plano. Para ello, se fija el valor del ángulo polar θ = π

2 y se Sustituye en las
ecuaciones de movimiento. La ecuación (3.7) toma la forma

d

dτ
(r2θ̇) = 0,

2rṙθ̇ + r2θ̈ = 0.
(3.9)

Luego, dado que la derivada θ̇ = 0 y que la coordenada radial es variable, se cumple
que

θ̈ = 0.

Así, se garantiza que al menos las primeras dos derivadas del ángulo se anulan y
el movimiento puede ser descrito en un plano θ constante (las derivadas de orden
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superior también deben anularse). Del mismo modo, con el valor fijo θ = π
2 , la ecua-

ción (3.8) se reescribe como
r2φ̇ = h, (3.10)

donde h es la constante asociada con la magnitud del momento angular por unidad
de masa (en analogía con el problema de Kepler clásico en Mecánica Clásica).

Por otro lado, con el fin de escribir el elemento de línea (3.4) como una ecuación
diferencial en función del ángulo φ, ésta se reescribe sustituyendo la ecuación de
movimiento (3.5). Entonces

a2
(

1 − 2m

r

)−1

−
(

1 − 2m

r

)−1

ṙ2 − r2φ̇2 = 1, (3.11)

definiendo la constante a ≡
(

1 − 2m

r

)

ṫ. Además se realiza el cambio de variable

u ≡ 1/r, lo que implica escribir la derivada de la coordenada radial como

ṙ =
d

dτ

(

1
u

)

=
1
u2

du

dφ

dφ

dτ
, (3.12)

debido a que las ecuaciones de movimiento son funciones r(φ) y φ(τ). En términos
de u, la ec. (3.10) toma la forma

dφ

dτ
= hu2,

y al sustituir este término en la expresión (3.12), se tiene

ṙ = −h
du

dφ
. (3.13)

Entonces, se reescribe (3.11) usando (3.10)

a2
(

1 − 2m

r

)−1

−
(

1 − 2m

r

)−1

ṙ2 − h2u2 = 1,

y sustituyendo la relación para ṙ en términos de φ, se tiene

a2
(

1 − 2m

r

)−1

−
(

1 − 2m

r

)−1

h2
(

du

dφ

)2

− h2u2 = 1.

Al reacomodar los términos, se obtiene la ecuación diferencial

(

du

dφ

)2

+ u2 =
a2 − 1

h2 +
2m

h2 u + 2mu3. (3.14)

La solución de esta ecuación describe la trayectoria de una partícula de prueba sobre
una línea de tiempo constante.

Por último, para obtener una ecuación diferencial de segundo orden, se deriva la
ecuación anterior con respecto de φ. Entonces

d2u

dφ2 + u =
m

h2 + 3mu2, (3.15)
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conocida como ecuación de Binet. En este caso el segundo término actúa como co-
rrección a la ecuación de secciones cónicas, que es la solución en el problema clásico.
La solución de esta ecuación se obtiene mediante un método perturbativo, al propo-
ner el término de expansión

ε =
3m2

h2 , (3.16)

que es en general pequeño (de orden 10−8) para el sistema solar. Al escribir en tér-
minos del parámetro de expansión, la ecuación diferencial del sistema es

u′′ + u =
m

h2 +
εh2

m
u2, (3.17)

donde u′ denota la derivada con respecto de φ. Dicha ecuación diferencial tiene como
solución la serie de la forma

u = u0 + εu1 +O(ε2). (3.18)

Al considerar la solución anterior a primer orden en ε y sustituir en ( 3.17), se obtiene

u′′
0 + εu′′

1 + u0 + εu1 =
εh2

m
u2

0 +
m

h2 , (3.19)

que puede escribirse como la suma de dos ecuaciones diferenciales, una para cada
potencia de ε. Así, las ecuaciones para orden ε0 y ε son, respectivamente,

u′′
0 + u0 =

m

h2 (3.20)

y

u′′
1 + u1 =

h2

m
u2

0. (3.21)

La ecuación diferencial a orden cero (3.20) es la que se obtiene en el análisis clásico
del problema, como se mencionó anteriormente, tiene como solución a la ecuación
de secciones cónicas

u0 =
m

h2 (1 + e cos φ) (3.22)

Al sustituir esta solución en la ecuación diferencial a primer orden (3.21), se obtiene
la ecuación diferencial

u′′
1 + u1 =

m

h2

[

1 + 2e cos φ + e2
(

1 + cos 2φ

2

)]

, (3.23)

que se resuelve al proponer una solución de la forma u1 = A + Bφ sin φ + C cos 2φ.
Es decir que la ecuación diferencial cumple

u′′ + u = A + 2B cos φ − 3C cos 2φ. (3.24)

Al identificar esta ecuación con (3.23),se fijan los valores de las constantes A, B y C,
como

A =
m

h2

(

1 +
e2

2

)

, B =
me

h2 , C = −me2

6h2 ,



Capítulo 3. Pruebas clásicas de la Relatividad General (RG) 23

por lo que la solución para la ecuación (3.23) es

u1 =
m

h2

(

1 +
e2

2

)

+
me

h2 φ sin φ − me2

6h2 cos 2φ. (3.25)

Ahora, teniendo las soluciones a orden cero y uno en ε,ecuaciones (4.22) y (3.25), se
escribe la solución propuesta (3.18) como

u =
m

h2

[

1 + e cos φ +
εm

h2

(

1 +
e2

2
+ eφ sin φ − e2

6
cos 2φ

)]

. (3.26)

En esta ecuación, los términos entre paréntesis representan las correcciones a pri-
mer orden de la solución clásica. Debido a que la ecuación de movimiento obtenida
describe a las órbitas cerradas, los términos constantes y de la forma cos 2φ no re-
presentan una contribución significativa para el sistema, pues es constante en cada
revolución. Por otro lado, la corrección de la forma φ sin φ incrementa de forma li-
neal en el ángulo. Entonces se conserva únicamente ésta última como corrección a la
solución de orden cero y la ecuación de movimiento toma la forma

u =
m

h2 (1 + ecosφ + eεφ sin φ), (3.27)

que se reescribe como

u =
m

h2 {1 + e cos [φ(1 − ε)]} , (3.28)

al considerar que eφ << 1.
Para esta ecuación de movimiento se analiza un periodo orbital completo T = 2π.
Al sustituir en el argumento del coseno

φc(1 − ε) = 2π, (3.29)

se puede escribir
φc ≈ 2π(1 + ε),

a primer orden en ε. De este modo se identifica el segundo término como la contri-
bución extra al ángulo, denominada precesión

∆ ' 2πε. (3.30)

Luego, para escribir la precesión en términos de observables astronómicos, se utiliza
la relación h2 = Gma(1 − e2), así como la definición de ε y de la masa geométri-
ca en unidades no relativistas. Ello permite obtener la siguiente expresión para la
precesión de las órbitas

∆ ' 6πGM

c2a(1 − e2)
. (3.31)

Se introducen en la ecuación anterior los datos de la órbita de Mercurio

GM = 1.327 × 1020 m3

s2 , a = 5.7909 × 1010m y e = 0.2056, (3.32)

lo que resulta en el ángulo de precesión

∆ ' 5.018 × 10−7 rad
rev

. (3.33)
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Finalmente, se reescribe la precesión obtenida en unidades de segundo de arco por
siglo, considerando el periodo T = 0.2408 años. Esto implica que el número de vuel-
tas que completa dicho planeta en un siglo sea N = 415.2824 revoluciones. Así, la
precesión es

∆ ' 42.93
′′

siglo
. (3.34)

Esta predicción supuso el primer éxito de la teoría de Einstein, al encajar con la
precesión observada ∆obs = 43.1 ± 0.5 ”/siglo.

3.2. Curvatura de la luz

La noción de curvatura en el espacio, junto con la definición de la geodésica, en-
tendida como la trayectoria sobre la que viaja una partícula de prueba, implica que
los fotones viajen sobre trayectorias curvas en presencia de campos gravitacionales.
Para la descripción de este fenómeno, en el caso de campos gravitacionales con sime-
tría esférica, se considera el elemento de línea de Schwarzschild (2.22) y la notación
de la geodésica como funcional (3.2) descrita en la sección anterior. Para geodésicas
tipo tiempo, la ecuación se escribe como

2k =

(

1 − 2m

r

)

ṫ2 −
(

1 − 2m

r

)−1

ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2 = 0. (3.35)

Siguiendo el mismo procedimiento que en la sección anterior, se utiliza la ecuación
de Euler-Lagrange (3.3) para obtener las ecuaciones de movimiento. De este proce-
dimiento, se siguen las ecuaciones (3.5) a (3.10) y, análoga a la ecuación (3.11), se
obtiene

k2
(

1 − 2m

r

)−1

−
(

1 − 2m

r

)−1

ṙ2 − r2φ̇2 = 0. (3.36)

Esta ecuación diferencial se reescribe mediante el cambio de variable u = 1/r, lo que
permite escribir la derivada del radio como en (3.13). Entonces la ecuación anterior
es

(

du

dφ

)2

+ u2 =
k2

h2 + 2mu3. (3.37)

Al derivar respecto de φ, resulta la ecuación diferencial de segundo orden

d2u

dφ
+ u = 3mu2. (3.38)

Primero, se obtiene la solución a la ecuación homogénea

d2u

dφ
+ u = 0, (3.39)

que proviene de considerar el límite m −→ 0. Dado que, de la solución de Sch-
warzschild, m es la masa fuente del campo gravitacional, este es el caso de límite de
Relatividad Especial. Tiene como solución

u =
sin(φ − φ0)

D
, (3.40)
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que es la ecuación de una recta en coordenadas polares r =
D

cos(φ − α)
, para los

valores del ángulo φ0 ≤ φ ≤ φ0 + π. El parámetro D representa el punto de mayor
acercamiento al origen, como se ilustra en la figura 3.2. En este límite, la solución
coincide con la predicción de la Mecánica Clásica, donde la luz sigue siempre una
trayectoria en línea recta.

FIGURA 3.2: Trayectoria de un rayo de luz en el espacio plano
(d’Inverno, 1998).

Al igual que en la sección anterior, la ecuación diferencial (3.38) puede pensar-
se como una perturbación del caso clásico, si se considera el parámetro m/r como
pequeño. De este modo, se propone la solución de la forma

u = u0 + 3mu1, (3.41)

donde la solución del problema clásico u0 es la ecuación (3.40). Sustituyendo la pro-
puesta anterior en (3.38), a primer orden en mu, la ecuación diferencial toma la forma

u′′
0 + 3mu′′

1 + u0 + 3mu1 = 3mu2
0, (3.42)

donde u′′ denota la segunda derivada con respecto de φ. De ésta pueden identificarse
dos ecuaciones. La primera de orden cero en mu,u′′

0 + u0 = 0, que como se mencionó
anteriormente, tiene como solución la recta (3.40). La segunda, de orden mu,

u′′
1 + u1 = u2

0,

se resuelve sustituyendo la solución u0 y fijando la condición de frontera φ0 = 0,

u′′
1 + u1 =

sin2 φ

D2 . (3.43)

A su vez, la solución de esta ecuación se obtiene como la suma de la solución ho-
mogénea y la solución particular. La ecuación homogénea u′′

1 + u1 = 0 tiene como
solución u1h = C cos φ, donde C es una constante y el ángulo φ0 = 0. Por otro lado,
la solución de la ecuación particular, reescrita como

u′′
1p + u1p =

1
D2

(

1 − cos2 φ
)

=
1

D2

(

1 − cos 2φ

2

)

, (3.44)

usando cos2 φ =
1 + cos(2φ)

2
, se obtiene al proponer la solución de la forma u1p =

A + B sin 2φ + C cos 2φ. Al sustituir esta propuesta en (3.44), las constantes A, B y C
se identifican con los siguientes valores

A =
1

2D2 , B = 0, C =
1

6D2 .
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De tal modo, la solución particular de la ecuación (3.43) es

u1p =
1

2D2 +
1

6D2 cos 2φ =
1

2D2 +
1

6D2 (2 cos2 φ − 1),

u1p =
1 + cos2 φ

3D2 .
(3.45)

Así, junto con la solución de la ecuación homogénea u1h, la ecuación de orden uno
en mu tiene como solución

u1 =
1 + C cos φ + cos2 φ

3D2 . (3.46)

Con las soluciones a orden cero y orden uno en el parámetro de expansión, ecuacio-
nes (3.40) y (3.46) respectivamente, la solución propuesta en (3.41) se escribe como

u =
sin φ

D
+

m(1 + C cos φ + cos2 φ)

D2 , (3.47)

que representa la trayectoria de un rayo de luz en presencia de una fuente campo
gravitacional esféricamente simétrico, cuando el cociente m/r es un número peque-
ño.

Como parte final de este análisis, se considera un rayo de luz que proviene de
una estrella, pasando por un punto muy alejado del origen, donde se encuentra el
Sol. Entonces se toma el límite r → ∞ o u → 0 en la ecuación de movimiento y se
obtiene

sin φ

D
+

m(1 + C cos φ + cos2 φ)

D2 = 0. (3.48)

En este límite, la trayectoria asintótica de la luz está descrita, como se mencionó
anteriormente, por una línea recta que forma un ángulo π + ε2 con la horizontal. A
su vez, la posición aparente de la estrella define también una trayectoria asintótica
que forma un ángulo −ε1 con la horizontal. Dichas trayectorias asintóticas se cruzan
en un punto y forman un ángulo δ, como se muestra en la figura a continuación.

FIGURA 3.3: Trayectorias asintóticas de la luz procedente de una es-
trella en presencia del campo gravitacional del Sol (d’Inverno, 1998).

Sustituyendo el valor del ángulo φ = −ε1 para la asíntota aparente, la ecuación
de movimiento toma la forma

− sin ε1

D
+

m

D
(1 + C cos ε1 + cos2 ε1) = 0. (3.49)

Dado que la trayectoria es asintótica para r → ∞, el ángulo ε tiene un valor muy pe-
queño y pueden utilizarse las aproximaciones de primer orden cos ε1 ≈ 0 y sin ε1 ≈
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ε1. Entonces la ecuación de movimiento resulta en

−ε1

D
+

m

D2 (2 + C) = 0,

de donde puede obtenerse directamente el ángulo en términos de las constantes

ε1 =
m

D
(2 + C). (3.50)

Se siguen un procedimiento y argumentos análogos para la asíntota que forma el
ángulo φ = π + ε2 con la horizontal y se obtiene

−ε2

D
+

m

D2 (2 − C) = 0,

entonces
ε2 =

m

D
(2 − C). (3.51)

De la figura 3.3 y considerando que en el límite se tiene que el espacio es plano, se
deduce la relación entre ángulos

δ = ε1 + ε2. (3.52)

En esta ecuación se sustituyen las relaciones para los ángulos ε1 y ε2, ecuaciones
(3.50) y (3.50) respectivamente. Entonces el ángulo entre las trayectorias asintóticas
cumple

δ =
m

D
(2 + C) +

m

D
(2 − C) =

4m

D
. (3.53)

Por lo tanto, la trayectoria de la luz en presencia de un campo gravitacional de si-
metría esférica está descrita por una curva, que en límite de espacio plano puede
describirse en términos de dos líneas rectas: La relacionada con la posición real y la
relacionada con la posición aparente de la fuente de luz. En unidades no relativistas,
las trayectorias asintóticas difieren por ángulo de "deflexión"

δ =
4GM

c2D
. (3.54)

Este efecto fue medido por primera vez en 1919 bajo la dirección de Sir. Arthur Ed-
dington. Durante un eclipse total se tomaron fotografías de las estrellas que aparecen
más cercanas al Sol, de modo que pudiera observarse su posición en presencia del
campo gravitacional producido por el Sol, sin que la luz de éste último sature los ins-
trumentos de medición y no permita observarlas. La fotografías en este caso fueron
comparadas con fotografías de las mismas estrellas sin la presencia del sol, resul-
tando una diferencia en su posición aparente, debida a la deflexión de la luz.(Will,
2015)

3.3. Corrimiento al rojo gravitacional

Un fotón de frecuencia ν tiene la energía

E = hν =
hc

λ
, (3.55)
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donde λ es la longitud de onda. Como puede verse en dicha relación, un cambio en
la frecuencia es proporcional a un cambio en la posición en que el fotón se ubica en
el espectro electromagnético. Si la frecuencia disminuye, disminuye la energía y el
fotón se encontrará más cercano hacia el rojo del espectro visible. Si, por el contrario,
la frecuencia aumenta, se acerca al azul.

FIGURA 3.4: Espectro electromagnético (luisyep, 2020).

Como se describió en la sección anterior, la luz se ve afectada por los campos
gravitacionales, al viajar sobre las geodésicas del espacio tiempo que se curvan jun-
to con éste en presencia de un objeto masivo.
Suponiendo el escenario en que un fotón viaja desde la fuente del campo gravitacio-
nal (p. ej. el sol) hacia el exterior, la pérdida de energía que supone la deformación
del espacio tiempo debe provenir del aumento en la longitud de onda de la partícula,
como se indica en (3.55), dado que su velocidad es constante. Entonces, una menor
longitud de onda corresponde a un fotón “corrido hacia el rojo” en el espectro.

Para describir el cambio de la frecuencia del fotón en la presencia de un objeto
masivo, se considera un sistema con las siguientes características:

Un espacio tiempo estático de coordenadas

xa = (x0, xα), (3.56)

que contiene dos observadores con líneas de mundo xα
1 y xα

2 , respectivamente.

El primer observador envía información al segundo mediante un fotón, que
para cada observador tiene cierta longitud de onda λ.

Cada observador mide el tiempo entre crestas de dos formas distintas, respecto
del tiempo propio dτ y en términos del tiempo de las coordenadas dx0.

FIGURA 3.5: Sistema ideal de emisión y absorción (d’Inverno, 1998)
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Dado que gab depende sólo de las coordenadas espaciales (espacio tiempo estático),
para el observador xα

1 el intervalo entre crestas puede escribirse de la siguiente forma

dτ2 = gab(xα
1)dxa

1dxb
1 = g00(xα

1)(dx0
1)

2, (3.57)

debido a que el intervalo espacial es nulo y que el observador permanece en reposo.
Del mismo modo, para el segundo observador, la diferencia entre crestas medida en
el tiempo propio se denota por

(αdτ)2 = g00(xα
2)(dx0

2)
2, (3.58)

donde dx0
2 es la diferencia medida en el tiempo de las coordenadas.

Además, por la condición de espacio tiempo estático, se cumple

dx0
1 = dx0

2, (3.59)

por lo que al dividir las ecuaciones (3.58) y (3.57) se tiene

α =

(

g00(xα
2)

g00(xα
1)

)1/2

. (3.60)

En esta ecuación, α puede interpretarse como el número de veces que cuenta el reloj
del segundo observador, por cada cuenta del primer observador. Entonces, si el sis-
tema que envía la información tiene como frecuencia característica la cantidad ν0, el
segundo observador medirá la frecuencia

ν̄0 =
ν0

α
= ν0

(

g00 (xa
1)

g00 (xα
2)

)1/2

. (3.61)

Otra característica que cumple este sistema, por la forma en que se estableció, ver
figura 3.5, es

g00 (xa
1) < g00 (xa

2) , (3.62)

lo que implica
ν̄0 < ν0. (3.63)

Por lo tanto, el fotón experimenta un corrimiento al rojo.
El corrimiento de la frecuencia, definido como el cociente de la diferencia entre la
frecuencia inicial, es

∆ν

ν
=

ν̄0 − ν0

ν0
, (3.64)

y sustituyendo (3.61)
∆ν

ν
=

(

g00 (xα
1)

g00 (xα
2)

)1/2

− 1. (3.65)

Luego, al considerar el límite de campo débil

g00 ' 1 +
1φ

c2 , (3.66)

se tiene
∆ν

ν
'
(

1 + 2φ1/c2
)1/2

(1 + 2φ2/c2)1/2 − 1. (3.67)
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En este límite se cumple que
φ

c2 << 1, entonces (1 + 2φ/c2)1/2 ≈ 1 +
φ

c2 a primer

orden. Por lo tanto, la ecuación (3.64) puede escribirse como

∆ν

ν
≈ φ1

c2 − φ2

c2 . (3.68)

Sabiendo que para la solución de Schwarzschild en el límite clásico el potencial co-

rresponde a φ = −GM

r
, el corrimiento en la frecuencia

∆ν

ν
' −GM

c2

(

1
r1

− 1
r2

)

. (3.69)

De la ecuación anterior, puede notarse que para el caso r1 < r2 se cumple ∆ν < 0,
corroborando que la frecuencia está desplazada hacia el rojo.

El experimento más famoso en medir este fenómeno fue, sin duda, el realiza-
do por Pound y Rebka, 1959. Propuesto en 1959 y llevado a cabo en el laboratorio
Jefferson de la Universidad de Harvard, utilizó el efecto Mössbauer para medir el co-
rrimiento al azul de fotones emitidos desde una fuente radiactiva, debido al campo
gravitatorio de la tierra. Con los datos

GM = 3.9857 × 1014 m3

s2 , r1 = 6.371 × 106 + 45.1104m y r2 = 6.371 × 106m,

(3.70)
el corrimiento predicho por la teoría, ec. (3.69), es

(

∆ν

ν

)

RG

= 4.92 × 10−15, (3.71)

y, por otro lado, el valor experimental reportado fue 0.997 ± 0.009 veces lo predicho,
es decir,

(

∆ν

ν

)

obs

= 4.905 × 10−15 ± 0.009. (3.72)

De modo que el corrimiento al rojo gravitacional se consolidó como otra de las ma-
nifestaciones que los efectos relativistas tienen en el limite de campos gravitatorios
débiles, y, por ende, como una prueba más de la validez de la Relatividad General.



31

Capítulo 4

Pruebas clásicas de RG a partir de
ecuaciones clásicas, con
correcciones de Ungravity

4.1. Órbitas planetarias a partir de un potencial modificado

Considerando Ungravity como el intercambio de unparticles de espín 2, en Gold-
berg y Nath, 2008, se presenta un potencial gravitacional efectivo, resultado de com-
parar el intercambio de ungravitons con el intercambio de partículas de espín 2, es
decir, gravitones. En el límite no relativista, dicho potencial tiene la forma

V(r) = −Gm1m2

[

1
r
+

ξ2

Λ
du−2
u

(2 − α0)

(2π)2(du−1)

2√
π

Γ(2 − du)Γ(du +
1
2 )

Γ(2du)
fdu

(r)

]

. (4.1)

En esta ecuación ξ =
Mpl

Mu
, Mpl es la masa de Planck, masa característica de las

partículas del Modelo Estándar, y Mu es la masa característica de Unparticles, para
la cual no se tiene estimado el orden de magnitud.

Para du = 1 y α0 = 1, se tiene que la función fdu
=

1
r

, por lo que el potencial toma la

forma

V(r) = −Gm1m2

[

1
r
+ ξ2 2√

π

Γ(1)Γ( 3
2 )

Γ(2)

(

1
r

)

]

. (4.2)

Para los valores de la función Gamma Γ(1) = Γ(2) = 1 y Γ( 3
2 ) =

√
π

2 , este potencial
se reescribe como

V(r) = −Gm1m2

(

1
r
+

ξ2

r

2√
π

π√
2

)

,

= −Gm1m2
(1 + ξ2)

r
.

(4.3)

Luego, se obtiene la fuerza a partir del gradiente F = −∇V(r) = −∂V(r)

∂r
r̂, siendo

F = Gm1m2(1 + ξ2)
∂

∂r

(

1
r

)

r̂, (4.4)

entonces

F = −Gm1m2

r2 (1 + ξ2)r̂, (4.5)
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al considerar el carácter atractivo de la interacción gravitacional.
Nótese que la fuerza tiene la misma forma que la fuerza sin modificaciones, salvo
una constante.

Ahora, para el caso en que du 6= 1, como se señala en la referencia principal de
esta sección, el potencial modificado tiene la forma

V(r) = −Gm1m2

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

, (4.6)

donde

RG =
1

πΛu

(

Mpl

Mu

)
1

du−1
[

2(2 − α)

π

Γ(du +
1
2 )Γ(du − 1

2 )

Γ(2du)

] 1
2du−2

. (4.7)

Aquí el parámetro RG surge como característica del alcance (distancia) de la interac-
ción de Ungravity, representando el orden de distancia en que estas correcciones se
volverían relevantes.

Para este potencial, la fuerza es, a partir del gradiente F = −∇V(r) = −∂V(r)

∂r
r̂,

F =
∂

∂r

{

Gm1m2

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]}

r̂,

=

{

−Gm1m2

r2

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

+
Gm1m2

r
R2du−2

G (−2du + 2)r1−2du

}

r̂,

=
Gm1m2

r2

{

−
[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

+ (−2du + 2)
(

RG

r

)2du−2
}

r̂,

(4.8)

y al sumar los términos semejantes

F = −Gm1m2

r2

[

1 + (2du − 1)
(

RG

r

)2du−2
]

r̂. (4.9)

Con el fin de reducir la notación, se define

α ≡ (2du − 1)R2du−2
G , (4.10)

con lo que la ecuación para la fuerza se escribe, finalmente, como

F = −GMm

r2

[

1 +
α

r2du−2

]

r̂, (4.11)

adoptando la notación M = m1 y m = m2, donde M se identifica con la masa del sol
y m con la masa de los planetas. A partir de esta ecuación para la fuerza, se resuelve
el problema de órbitas planetarias.

En coordenadas esféricas, la segunda ley de Newton, r̈ = F, puede escribirse
como

(r̈ − rφ̇2)r̂ +
1
r

d

dt
(r2φ̇)φ̂ = −GM

r

[

1 +
α

r2du−2

]

, (4.12)
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usando la relación

r̈ = (r̈ − rφ̇2)r̂ +
1
r

d

dt
(r2φ̇)φ̂, (4.13)

y la ecuación (4.11).
De lo anterior se obtienen dos ecuaciones, al hacer el producto interno con φ̂ y r̂,

respectivamente. Para φ̂, el término
1
r

d
dt (r

2φ̇) = 0, implica que el momento angular

es una cantidad conservada y puede identificarse la cantidad

h = r2φ̇, (4.14)

donde h es el momento angular por unidad de masa, en analogía con el problema
sin corrección.
Del producto interno con r̂, se tiene

r̈ − rφ̇2 = − µ

r2

[

1 +
α

r2du−2

]

, (4.15)

con µ ≡ GM.
Para escribir la ecuación diferencial, se define la variable u ≡ 1

r y, junto con la ecua-
ción (4.14), se reescriben las derivadas en términos de u y h, siendo

ṙ = −h
du

dφ
, r̈ = −h2u2 du

d2φ
y φ̇2 = h2u4. (4.16)

Con lo anterior, la ecuación (4.15) se reescribe como

−h2u2 d2u

dφ2 − 1
u

h2u3 = −µu2(1 + αu2du−2),

entonces

−h2u2
(

d2u

dφ2 + u

)

= −µu2(1 + αu2du−2),

y finalmente
d2u

dφ2 + u =
µ

h2 (1 + αu2du−2), (4.17)

siendo esta última la ecuación de Binet con la contribución de Ungravity.

Ahora, si se asume que el segundo término del lado derecho de la ecuación es
pequeño en comparación con el primero, ésta puede resolverse mediante un método

perturbativo. Para ello, se escribe la corrección en términos del parámetro ε ≡ 3µ

c2h2 ,

que es pequeño para el sistema solar (∼ 10−8). En términos de dicho parámetro, la
ecuación diferencial es

d2u

dφ2 + u =
µ

h2

[

1 + ε

(

h2c2

3µ2 αu2du−2
)]

, (4.18)

y se propone la solución de la forma

u = u0 + εu1 + O(ε2). (4.19)
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Al sustituir en la ecuación (4.18), se obtiene

u′′
0 + εu′′

1 + u0 + εu′′
1 =

µ

h2 +
εµ

h2

(

h2c2

3µ2 αu2du−2
0

)

, (4.20)

a primer orden en ε y donde u′′
i denota la segunda derivada con respecto a φ. De la

anterior pueden identificarse dos ecuaciones, una para orden cero y otra para primer
orden en ε, siendo



















u′′
0 + u0 =

µ

h2 ,

u′′
1 + u1 =

c2

3µ
αu2du−2

0 .

(4.21)

A orden cero se tiene la ecuación de Binet sin correcciones, que tiene como solución
a la ecuación de secciones cónicas. Entonces la solución a orden cero es

u0 =
µ

h2 (1 + e cos φ), (4.22)

tomando las condiciones iniciales φ0 = 0 y e = k h2

µ , donde k es una constante de
integración.
Para obtener la solución a primer orden en ε, se introduce la solución anterior en la
ecuación diferencial para u1 mostrada en (4.93), resultando

u′′
1 + u1 =

c2α

3µ

[ µ

h2 (1 + e cos φ)
]2du−2

, (4.23)

entonces

u′′
1 + u1 =

c2αµ2du−3

3h4du−4 (1 + e cos φ)2du−2. (4.24)

A continuación, se resuelve la ecuación anterior para los distintos valores du =
3
2 , 2, 3 y 4, para obtener, junto con la solución a orden cero, la forma completa de la
solución propuesta para la ecuación diferencial (4.17).

4.1.1. Caso du = 3
2

Para este caso, la fuerza (4.11) toma la forma

F = −GMm

r2

(

1 +
α

r

)

r̂, (4.25)

y la ecuación diferencial general (4.17) es

u′′ + u =
µ

h2 (1 + 2RGu), (4.26)

que a primer orden en ε puede separarse en las ecuaciones (4.93). Teniendo la solu-
ción a orden cero, la ecuación diferencial de primer orden (4.24) es

u′′
1 + u1 =

c2α

3h2 (1 + e cos φ). (4.27)

Se propone como solución una ecuación de la forma

u1 = A + Bφ sin φ, (4.28)
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que tiene como derivadas

u′
1 = B sin φ + Bφ cos φ y u′′

1 = 2B cos φ − Bφ sin φ, (4.29)

donde A y B son constantes a determinar. Así, la ecuación (4.27) puede reescribirse
como

A + 2B cos φ =
c2α

3h2 +
c2αe

3h2 cos φ, (4.30)

de modo que, para satisfacer la igualdad, las constantes quedan fijas a los valores

A =
c2α

3h2 y B =
c2αe

6h2 . (4.31)

Por lo tanto, la solución a la ecuación (4.27) es

u1 =
c2α

3h2 +
c2αe

6h2 φ sin φ. (4.32)

Luego, al considerar la solución anterior, junto con la solución a orden cero (4.22), la
solución general propuesta (4.19) toma la forma

u =
µ

h2 (1 + e cos φ) + ε

(

c2α

3h2 +
c2αe

6h2 φ sin φ

)

, (4.33)

donde las correcciones aparecen en términos del parámetro ε. Nótese que en esta
solución, el término constante de la corrección no constituye un cambio en la ór-
bita, por lo que no se considera como una contribución al problema y se mantiene
únicamente la corrección de la forma φ sin φ (en lo sucesivo, se consideran sólo las
correcciones de dicha forma, utilizando este mismo argumento). Entonces, la ecua-
ción de movimiento es

u =
µ

h2

(

1 + e cos φ +
εc2αe

6µ
φ sin φ

)

. (4.34)

Luego, se define el parámetro δ3/2 ≡ εαc2

6µ
y se reescribe

u =
µ

h2 (1 + e cos φ + δ3/2eφ sin φ) . (4.35)

Si se considera que δ3/2 es un parámetro pequeño, la aproximación

cos(φ − δ3/2φ) = cos φ cos(δ3/2φ) + sin δ3/2 sin(δ3/2φ),

≈ cos φ + δ3/2φ sin φ,
(4.36)

es válida, lo que permite escribir la ecuación de movimiento como

u =
µ

h2 {1 + e cos [φ(1 − δ3/2)]} . (4.37)

Escrita en esta forma estándar, puede identificarse la corrección a la ecuación de mo-
vimiento como una contribución extra al ángulo, denominada precesión. En orden
de calcular la contribución de Ungravity a la precesión de las órbitas, se toma el



Capítulo 4. Pruebas clásicas de RG a partir de ecuaciones clásicas, con correcciones
de Ungravity

36

argumento del coseno para un periodo completo,

φT(1 − δ3/2) = 2π, (4.38)

por lo que el ángulo toma el valor

φT =
2π

(1 − δ3/2)
≈ 2π(1 + δ3/2), (4.39)

aproximando a primer orden en δ3/2. Entonces

φT = 2π + 2πδ3/2 = 2π +
πεαc2

3µ
, (4.40)

donde el término extra denota la precesión en el ángulo para una revolución com-
pleta. Sustituyendo el valor de ε, dicha precesión es

∆φ =
πεαc2

3µ
=

πµα

h2 . (4.41)

En términos de los parámetros astronómicos

µ = GM y h2 = GMa(1 − e2), (4.42)

donde M es la masa del sol, a es el semieje mayor de la órbita y e su excentricidad,
se obtiene la expresión para la precesión

∆φ =
πα

a(1 − e2)
, (4.43)

y, utilizando la definición de α (4.10),

∆φ =
2πRG

a(1 − e2)
. (4.44)

Para la órbita de Mercurio, utilizando los valores

a = 5.7909 × 1010m, GM = 1.327 × 1020 m3

s2 y e = 0.2056, (4.45)

la precesión es
∆φ = (1.13 × 10−10m−1)RG. (4.46)

Finalmente, al considerar la cota calculada en Romero y Vergara, 2003, para la pre-
cesión observada y la predicha por Relatividad General, se tiene que cualquier co-
rrección extra debe cumplir la relación

|∆φ| ≤ |∆obs − ∆GR| ≤ 2π × 10−12 rad
rev

, (4.47)

con lo que se acota el valor absoluto de RG, dando como resultado

|RG| ≤ 0.05m. (4.48)
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4.1.2. Caso du = 2

Para este caso, la ecuación para la fuerza (4.11) es

F = −GMm

r2

[

1 +
α

r2

]

r̂, (4.49)

a partir de la cual, mediante la segunda ley de Newton, se obtiene la ecuación dife-
rencial

u′′ + u =
µ

h2

(

1 + 3R2
Gu2) , (4.50)

que al resolver con un método perturbativo, puede escribirse como la ecuación para
u0 en (4.17) y la ecuación a primer orden en ε

u′′
1 + u1 =

c2αµ

3h4 (1 + e cos φ)2,

=
c2αµ

3h4 (1 + 2e cos φ + e2 cos2 φ).
(4.51)

Esta ecuación se reescribe, utilizando la identidad cos2 φ =
1 + cos 2φ

2
, como

u′′
1 + u1 =

c2αµ

3h4 (1 + 2e cos φ +
e2

2
+

e2

2
cos 2φ), (4.52)

y, de manera análoga al caso anterior, se propone la solución de la forma

u1 = A + Bφ sin φ + C cos 2φ, (4.53)

que al derivar cumple con la siguiente ecuación

u′′
1 + u1 = A + 2B cos φ − 3C cos 2φ. (4.54)

Luego, al identificar las ecuaciones (4.87) y (4.54), las constantes A, B y C toman los
valores

A =
c2αµ

3h4

(

1 +
e2

2

)

, B =
c2αµ

3h4 e y C = − c2αµ

18h4 . (4.55)

Considerando la solución general propuesta (4.19), la ecuación anterior, junto con la
solución a orden cero (4.22), permite escribir la ecuación de movimiento como

u =
µ

h2 (1 + e cos φ) +
εc2αµ

3h4

(

1 +
e2

2
+ eφ sin φ − e2

6
cos 2φ

)

. (4.56)

Bajo el mismo argumento que en el caso anterior, se considera únicamente la contri-
bución de la forma φ sin φ, entonces el ecuación de movimiento es

u =
µ

h2

(

1 + e cos φ +
εc2αe

3h2 φ sin φ

)

, (4.57)

y después, con la definición δ2 ≡ εc2α

3h2 , donde δ2 es considerado un parámetro pe-

queño, la ecuación anterior se escribe

u =
µ

h2 {1 + e cos [φ(1 − δ2)]} . (4.58)
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Ahora, para describir la precesión, se considera el argumento del coseno para un
periodo completo, dejando al ángulo φT en términos de la corrección δ2

φT ≈ 2π(1 + δ2) = 2π + 2π
µ2α

h4 . (4.59)

Entonces, se identifica la precesión en el ángulo como

∆φ =
2πµ2α

h4 , (4.60)

que en términos de los parámetros de las órbitas (4.42) toma la forma

∆φ =
2πα

a2(1 − e2)2 . (4.61)

Con los datos (4.45), la precesión para la órbita de Mercurio es

∆φ = 2π(3.25 × 10−22m−2)α, (4.62)

y, con la cota (4.47), se tiene que la cota para α es |α| ≤ 0.75× 109m2, la cual se traduce
en una cota para el parámetro RG, siendo α = 3R2

G. Así, la cota para el parámetro de
longitud es

|RG| ≤ 3.20 × 104m. (4.63)

4.1.3. Caso du = 3

La fuerza (4.11) es

F = −GMm

r2

(

1 +
α

r4

)

r̂, (4.64)

y la ecuación diferencial general

u′′ + u =
µ

h2 (1 + 5R4
Gu4). (4.65)

De la ecuación (4.93), la ecuación a primer orden en ε es

u′′
1 + u1 =

c2αµ3

3h8 (1 + e cos φ)4. (4.66)

El procedimiento para resolver esta ecuación diferencial es análogo al de los casos
anteriores. Con el fin de optimizar el tiempo al priorizar el análisis de los resultados,
el resto de las ecuaciones diferenciales se resuelve utilizando el software Mathemati-
ca. De la solución obtenida del software, se mantienen únicamente las correcciones
de la forma φ sin φ (las demás contribuciones son constantes o productos de las fun-
ciones seno y coseno), que se suman a la solución de orden cero (4.22), como se
propuso en la ecuación (4.19).
De lo anterior, la ecuación de movimiento es

u =
µ

h2

[

1 + e cos φ +
εc2αµ2

3h6

(

2 +
3
2

e2
)

eφ sin φ

]

. (4.67)
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Luego, al definir δ3 ≡ εc2αµ2

3h6

(

2 +
3
2

e2
)

como un parámetro pequeño, la ecuación

de movimiento se escribe como

u =
µ

h2 {1 + e cos [φ(1 − δ3)]} . (4.68)

Para un periodo completo, el argumento del coseno es igual a 2π y el ángulo φT es

φT ≈ 2π(1 + δ3) = 2π +
2παµ4

h8

(

2 +
3
2

e2
)

, (4.69)

a primer orden en δ3. El término extra se identifica como la precesión de la órbita y
se escribe de la siguiente forma en términos de las variables (4.42)

∆φ =
10πR4

G

a4(1 − e2)4

(

2 +
3
2

e2
)

, (4.70)

tomando α de la definición (4.10). Introduciendo los datos para la órbita de Mercurio
(4.45), se tiene que

∆φ = 6.85 × 10−42m−4R4
G. (4.71)

Finalmente, dada la cota (4.47), la cota para el parámetro RG es

|RG| ≤ 3.09 × 107m. (4.72)

4.1.4. Caso du = 4

En este caso la fuerza (4.11) es

F = −GMm

r2

(

1 +
α

r6

)

r̂, (4.73)

para la cual, la ecuación diferencial tiene la siguiente corrección

u′′ + u =
µ

h2 (1 + 7R6
Gu6), (4.74)

y, a primer orden en ε, la ecuación diferencial en (4.93) es

u′′
1 + u1 =

c2αµ5

3h12 (1 + e cos φ)6. (4.75)

De la solución a la ecuación diferencial anterior, sólo las contribuciones de la for-
ma φ sin φ son adheridas a la solución de orden cero (4.22), siguiendo la propuesta
(4.19). Entonces

u =
µ

h2

[

1 + e cos φ +
εc2αµ4e

3h10

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

φ sin φ

]

. (4.76)

Luego, al definir el parámetro δ4 ≡ εc2αµ4

3h10

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

, de manera análo-

ga a los casos anteriores, la ecuación de movimiento puede escribirse en la forma
estándar

u =
µ

h2 {1 + e cos [φ(1 − δ4)]} . (4.77)
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Entonces se considera el argumento para un periodo completo y se escribe en térmi-
nos de (4.42)

∆φ ≈ 2π(1 + δ4) = 2π
αµ6

h12

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

,

= 2π
α

a6(1 − e2)6

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

,
(4.78)

sustituyendo el valor de ε.
Con los valores reportados para la órbita de Mercurio (4.45) y la definición de α
(4.10), la precesión es

∆φ = 2πR6
G(7.98 × 10−64m−6), (4.79)

y, finalmente, con la cota (4.47), el valor máximo obtenido para el parámetro RG es

|RG| ≤ 3.28 × 108m. (4.80)

4.1.5. Sumario y análisis

Para cada valor de du, desarrollado en las secciones anteriores, la fuerza Newto-
niana corregida y la cota para el parámetro de longitud RG se muestran a continua-
ción:

du Fuerza Cota

3
2 F = −GMm

r2

(

1 +
2RG

r

)

r̂ |RG| ≤ 0.05m

2 F = −GMm

r2

(

1 +
3R2

G

r2

)

r̂ |RG| ≤ 3.20 × 104m

3 F = −GMm

r2

(

1 +
5R4

G

r4

)

r̂ |RG| ≤ 3.09 × 107m

4 F = −GMm

r2

(

1 +
7R6

G

r6

)

r̂ |RG| ≤ 3.28 × 108m

Ahora, para visualizar el espacio de parámetros de la energía efectiva Λu y la
masa Mu, se utiliza la relación

Λu =
1

RGπ

(

Mp

Mu

)1/(du−1)

×
(

2(2 − α0)

π

Γ(du +
1
2 )Γ(du − 1

2 )

Γ(2du)

)1/(2du−2)

(4.81)

donde α0 = 1 y la masa de Planck Mp = 2.4 × 1018 GeV. Se consideran unidades
naturales (c = 1,h̄ = 1), por lo que se utiliza el factor de conversión 1m = 5 ×
1015GeV−1.
El espacio de parámetros para masas en el intervalo 103GeV ≤ Mu ≤ 1025GeV, se
aprecia en la figura 4.1, que tiene ambos ejes en escala logarítmica. Dado que las
cotas para el parámetro RG restringen el máximo valor que éste puede tomar, cada
una de las rectas en la gráfica restringe el valor mínimo que puede tomar la energía
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Λu, de modo que la región por debajo de las rectas queda descartada por las cotas.
Al final del trabajo se comparan estos gráficos entre sí, para cada valor de du.
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du=4

FIGURA 4.1: Espacio de parámetros con cotas para la precesión del
perihelio de Mercurio a partir de un potencial Newtoniano modifica-

do.

4.2. Órbitas planetarias a partir de fuerza Newtoniana entró-
pica y modificada

En el artículo Nicolini, 2010, se parte de una temperatura de Hawking con co-
rrecciones de Ungravity

T =
h̄c

4πkBrH






1 +

2 (2dU − 1) ΓU

1 + ΓU

(

R
rH

)2dU−2

(

R

rH

)2dU−2






. (4.82)

De lo anterior, utilizando relaciones termodinámicas y el procedimiento para la ob-
tención de una fuerza Newtoniana de origen entrópico, propuesta por Verlinde (Ver-
linde, 2011), se obtiene la fuerza en el límite de campo débil

F ' GMm

r2



1 − Γu

(

R

rH

)2du−2

+

(

Γu

(

R

rH

)2du−2
)2


 , (4.83)

donde

Γu =
2

π2du−1

Γ(du − 1
2 )Γ(du +

1
2 )

Γ(2du)
, (4.84)

y

R =
1

Λu

(

MP

Mu

) 1
du−1

. (4.85)
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Utilizando dicha fuerza, la segunda ley de Newton en coordenadas esféricas puede
escribirse como

(r̈ − rφ̇2)r̂ +
1
r

d

dt
(r2φ̇)r̂ = −GMm

r2



1 − Γu

(

R

r

)2du−2

+

(

Γu

(

R

r

)2du−2
)2


 r̂,

(4.86)
al considerar rH ≈ r, debido a que la relación de horizonte de agujero negro se
extiende a la de cualquier superficie holográfica.
De manera análoga a la sección anterior, se toma el producto interno con φ̂ y r̂. Del
producto interno con φ̂ resulta la cantidad conservada h ≡ r2φ̇, que se identifica
como el momento angular por unidad de masa. Del producto interno con r̂, se tiene

r̈ − rφ̇2 = − µ

r2

[

1 − α

r2du−2 +
( α

r2du−2

)2
]

, (4.87)

donde α ≡ ΓuR2du−2 = R2du−2
G y µ ≡ GM.

Luego, con el cambio de variable u =
1
r

y el momento h = r2φ̇, puede reescribirse el

lado izquierdo de la ecuación anterior como

r̈ − rφ̇2 = −hu2
(

d2u

dφ2 + u

)

, (4.88)

por lo que la ecuación (4.87) toma la forma

− hu2
(

d2u

dφ2 + u

)

= −µ2[1 − αu2du−2 + (αu2du−2)2], (4.89)

entonces
d2u

dφ2 + u =
µ

h2 [1 − αu2du−2 + (αu2du−2)2]. (4.90)

El primer término entre corchetes corresponde a la ecuación de Binet, con los térmi-
nos extras provenientes de Ungravity. Al ir como el inverso del radio, los términos
de corrección son, en general, pequeños para las órbitas del sistema solar, por lo que
la ecuación diferencial puede resolverse de forma perturbativa. Para ello, al igual

que en la sección anterior, se define el parámetro ε ≡ 3µ2

c2h2 , que para el sistema en

cuestión cumple ε << 1, y se propone la solución de la forma

u = u0 + εu1 + O(ε2). (4.91)

Entonces, la ecuación (4.90) a primer orden en ε es

u′′
0 + εu′′

1 + u0εu1 =
µ

h2 − ε

(

− c2

3µ
αu2du−2

0 +
c2

3µ
αu4du−4

0

)

, (4.92)
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donde se denota como u′′ la segunda derivada con respecto de φ.
De lo anterior, pueden identificarse dos ecuaciones, una para cada potencia de ε



















u′′
0 + u0 =

µ

h2 ,

u′′
1 + u1 =

−c2

3µ
αu2du−2

0 +
c2

3µ
(αu2du−2

0 )2.

(4.93)

La ecuación a orden cero es la ecuación sin correcciones, cuya solución es la ecuación
de secciones cónicas. Al introducir esta solución en la ecuación a primer orden en ε,
se obtiene la ecuación diferencial

u′′
1 + u1 = − c2αµ2du−3

3h4du−4 (1 + e cos φ)2du−2 +
c2α2µ4du−5

3h8du−8 (1 + e cos φ)4du−4. (4.94)

Esta es la ecuación de Binet modificada por los términos de no partículas, a partir del
límite considerado por Nicolini. Siguiendo el procedimiento de la sección anterior,
se resuelven los casos para du = 3

2 , 2, 3 y 4.

4.2.1. Caso du = 3
2

Para este caso la fuerza (4.83) es

F = −GMm

r2

[

1 − α

r
+

α

r2

]

r̂, (4.95)

y la ec diferencial de orden ε,

u′′
1 + u1 = − c2α

3h2 (1 + e cos φ) +
c2αµ

3h4 (1 + e cos φ)2

= − c2α

3h2 (1 + e cos φ) +
c2αµ

3h4 (1 + 2e cos φ + e2 cos2 φ),
(4.96)

Para la cual se propone la solución de la forma

u1 = A + Bφ sin φ + C cos 2φ, (4.97)

con las constantes A, B y C por determinar. Entonces, el lado derecho de la ecuación
diferencial cumple u′′

1 + u1 = A + 2B cos φ − 3C cos 2φ y se sustituye en (4.96). Así,

usando la identidad cos2 φ =
1 + cos 2φ

2
, se tiene

A+ 2B cos φ− 3C cos 2φ = − c2α

3h2 (1 + e cos φ)+
c2αµ

3h4

(

1 + 2e cos φ + e2 1 + cos 2φ

2
φ

)

,

lo que permite fijar las constantes

A = − c2α2

3h2 +
c2α2µ

3h4

(

1 +
e2

2

)

,

B =
1
2

(

− c2αe

3h2 +
2
3

c2α2µe

h4

)

y

C = −1
3

(

c2α2µe2

6h4

)

,

(4.98)
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por lo tanto, la solución para u1 es

u1 =− c2α2

3h2 +
c2α2µ

3h4

(

1 +
e2

2

)

+

(

− c2αe

6h2 +
c2α2µe

3h4

)

φ sin φ

−
(

c2α2µe2

18h4

)

cos 2φ.
(4.99)

Debido a que las correcciones constante y de la forma cos 2φ no son acumulativas
para más de una revolución en en ángulo, se considera únicamente la corrección de
la forma φ sin φ, entonces

u1 =

(

− c2αe

6h2 +
c2α2µe

3h4

)

φ sin φ. (4.100)

Con esta ecuación, junto con la solución de orden cero, la ecuación de movimiento
es, como se propuso en (4.91)

u =
µ

h2

[

1 + e cos φ + ε

(

− c2α

6h2 +
c2α2µ

3h4

)

eφSinφ

]

. (4.101)

Ahora, en orden de reescribir la ecuación y calcular la precesión de la órbita, se define

δ3/2 ≡ − c2α

6h2 +
c2α2µ

3h4 , donde δ3/2 es un parámetro pequeño (∼ 10−14). En términos

de dicho parámetro

u =
µ

h2 (1 + e cos φ + δ3/2eφ sin φ) , (4.102)

que puede escribirse como

u =
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ3/2)]}, (4.103)

a primer orden en δ3/2, donde la corrección aparece como un término extra en án-
gulo. Entonces se escribe el argumento del coseno para un periodo completo y se
despeja el ángulo φ

φT ≈ 2π(1 + δ3/2) = 2π + 2π

(

α2µ2

h4 − µα

2h2

)

, (4.104)

donde el término extra se identifica con la precesión de la órbita.
Al escribir dicha precesión ∆φ en términos de las variables

µ = GM y h2 = GMa(1 − e2), (4.105)

el resultado es

∆φ = 2π

[

α2

a2(1 − e2)2 − α

2a(1 − e2)

]

. (4.106)

Para la órbita de Mercurio, usando (4.45), se obtiene la precesión en términos de α

∆φ = 2.04 × 10−21α2 − 5.66 × 10−11α, (4.107)

y, finalmente, con la cota para las correcciones (4.47), α queda restringida por la des-
igualdad

|2.04 × 10−21α2 − 5.66 × 10−11α| − 2π × 10−12 ≤ 0, (4.108)
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la cual, al sustituir la definición de α, resulta en la siguiente cota para el parámetro
RG

|RG| ≤ 0.11m. (4.109)

4.2.2. Caso du = 2

Para este caso la fuerza (4.83) es

F = −GMm

r2

[

1 − α

r2 +
α

r4

]

r̂, (4.110)

y la ecuación diferencial a orden ε

u′′
1 + u1 = − c2αµ

3h4 (1 + e cos φ)2 +
c2α2µ3

3h8 (1 + e cos φ)4. (4.111)

Bajo los mismos argumentos que en el caso anterior, se toman únicamente las con-
tribuciones de la forma φ sin φ en la solución, por lo tanto

u1 =

(

− c2αµ

3h4 +
2c2α2µ3

3h8 +
c2α2µ3

2h8 e2
)

eφ sin φ. (4.112)

Junto con la solución a orden cero, la solución propuesta (4.91)

u =
µ

h2

[

1 + e cos φ + ε

(

− c2α

3h2 +
2c2α2µ2

3h6 +
c2α2µ2

2h6 e2
)

eφSinφ

]

. (4.113)

Luego, para reescribir en la forma convencional, se define

δ2 ≡ ε

(

− c2α

3h2 +
2c2α2µ2

3h6 +
c2α2µ2

2h6 e2
)

, (4.114)

donde δ2 << 1. De tal forma, la ecuación de movimiento es

u =
µ

h2 (1 + e cos φ + δ2eφ sin φ),

=
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ2)]},
(4.115)

a primer orden en δ2.
Para encontrar la expresión para la precesión de la órbita, se toma el ángulo φ, igua-
lando el argumento del coseno a una revolución completa 2π, entonces

φT ' 2π + 2πδ2, (4.116)

donde el segundo término es la precesión ∆φ. Sustituyendo el valor de δ2

∆φ =
2πµ2α

h4

(

−1 +
2µ2α

h4 +
3µ2αe2

h4

)

, (4.117)

y, en términos de los parámetros µ = GM y h2 = GMa(1 − e2)

∆φ =
2πα

a2(1 − e2)2

[

−1 +
2α

a2(1 − e2)2 +
3e2α

2a2(1 − e2)2

]

. (4.118)
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Con los valores numéricos reportados para la órbita de Mercurio, se tiene

∆φ = 2.04 × 10−21α(−1 + 6.50 × 10−22α + 2.06 × 10−23α),

= −2.04 × 10−21α + 1.37 × 10−42α2,

(4.119)

y, por último, al considerar la cota para las contribuciones extra a la precesión del
perihelio, se obtiene la desigualdad

| − 2.04 × 10−21α + 1.37 × 10−42α2| − 2π × 10−12 ≤ 0, (4.120)

que se traduce en una cota para α = R2
G y, por lo tanto,

|RG| ≤ 5.54 × 104m. (4.121)

4.2.3. Caso du = 3

La fuerza (4.83) resulta ser

F = −GMm

r2

[

1 − α

r4 +
α

r8

]

r̂, (4.122)

y la ec. diferencial para u1

u′′
1 + u1 = −αc2µ3

3h8 (1 + e cos φ)4 +
c2α2µ7

9h16 (1 + e cos φ)8, (4.123)

tiene como solución

u1 = −αc2µ3

3h8

(

2 +
3
2

e2
)

eφ sin φ +
c2α2µ7

3h16

(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)

eφ sin φ,

(4.124)
al considerar únicamente los términos lineales en φ. Entonces, considerando la solu-
ción de orden cero, la solución completa (4.91) es

u =
µ

h2

{

1 + e cos φ + ε

[

−αc2µ2

3h6

(

2 − 3
2

e2
)

+
c2α2µ6

3h14

(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

eφ sin φ

}

.
(4.125)

Luego, se define el parámetro

δ3 ≡ ε

[

−αc2µ2

3h6

(

2 +
3
2

e2
)

+
c2α2µ6

3h14

(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

, (4.126)

que permite reescribir la ecuación de movimiento como

u =
µ

h2 (1 + e cos φ + δ3eφ sin φ)

=
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ3)]},
(4.127)
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a primer orden en δ3. Después, para obtener la ecuación para la precesión, se consi-
dera el ángulo φ para un periodo completo

φT ' 2π + 2πε

[

−αc2µ2

3h6

(

2 +
3
2

e2
)

+
c2α2µ6

3h14

(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

, (4.128)

por lo que el segundo término, identificado como la precesión, es

∆φ = 2π

[

−µ4

h8 α

(

2 +
3
2

e2
)

+
µ8

h16 α2
(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

. (4.129)

En términos de los parámetros característicos de las órbitas y con los valores numé-
ricos reportados para la órbita de Mercurio

∆φ = 2π

[

− α

a4(1 − e2)4

(

2 +
3
2

e2
)

+
α2

a8(1 − e2)8

(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

,

= −2.18 × 10−43α + 5.49 × 10−86α2.
(4.130)

Por último, con la cota (4.47) y la definición α = R4
G, se acota el valor del parámetro

RG

| − 2.18 × 10−43α + 5.49 × 10−86α2| − 1 × 10−12 ≤ 0,

|RG| ≤ 4.68 × 107m. (4.131)

4.2.4. Caso du = 4

En este caso, la fuerza (4.83) es

F = −GMm

r2

[

1 − α

r6 +
α

r12

]

r̂, (4.132)

la ecuación diferencial, a primer orden en ε, resulta ser

u′′
1 + u1 = − c2αµ5

3h12 (1 + e cos φ)6 +
c2α2µ11

3h24 (1 + e cos φ)12 (4.133)

y la solución, con contribuciones lineales en φ

u1 =

[

− c2αµ5

3h12

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
c2α2µ11

3h24

(

6 +
165
2

e2 +
15
2

e4 +
3465
16

e6 +
3465
64

e8 +
693
256

e10
)]

eφ sin φ.
(4.134)

De lo anterior, junto con la ecuación de secciones cónicas, la ecuación de movimiento
(4.91) es

u =
µ

h2

{

1 + e cos φ + ε

[

− c2αµ4

3h10

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
c2α2µ10

3h22

(

6 +
165
2

e2 +
15
2

e4 +
3465
16

e6 +
3465

64
e8 +

693
256

e10
)]}

.
(4.135)
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Luego, para escribir de una forma conveniente, se define el parámetro

δ4 ≡ ε

[

− c2αµ4

3h10

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
c2α2µ10

3h22

(

6 +
165
2

e2 +
15
2

e4 +
3465
16

e6 +
3465
64

e8 +
693
256

e10
)]

,
(4.136)

por lo que la ecuación de movimiento puede escribirse en la forma convencional

u =
µ

h2 (1 + e cos φ + δ4eφ sin φ),

=
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ4)]},
(4.137)

y la precesión, al considerar un periodo completo para el argumento del coseno

∆φ = 2π

[

− αµ6

3h12

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
α2µ12

3h24

(

6 +
165
2

e2 +
15
2

e4 +
3465
16

e6 +
3465

64
e8 +

693
256

e10
)]

.
(4.138)

Finalmente, la precesión se reescribe en términos de las variables (4.42) y se aco-
ta la contribución extra con la contribución de Relatividad General y la observada
experimentalmente, lo que resulta en la desigualdad

∣

∣

∣

∣

− α

a6(1 − e2)6

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
α2

a12(1 − e2)12

(

6 +
165

2
e2

+
15
2

e4 +
3465
16

e6 +
3465
64

e8 +
693
256

e10
)∣

∣

∣

∣

− 1 × 10−12 ≤ 0.
(4.139)

Para la órbita de Mercurio, se tiene

| − 14 × 10−64α + 1.12 × 10−128α2| − 1 × 10−12 ≤ 0, (4.140)

de donde se acotan los parámetros libres, usando α = R6
G,

|RG| ≤ 9.44 × 107m. (4.141)

4.2.5. Sumario y análisis

Para cada valor de du, como se obtuvo en las secciones anteriores, la fuerza New-
toniana de origen entrópico con correcciones de Ungravity, y la cota para el paráme-
tro RG son las siguientes:
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du = Fuerza Cota (m)

3
2

F = −GMm

r2

[

1 − RG

r
+

R2
G

r2

]

r̂ |RG| ≤ 0.11

2 F = −GMm

r2

[

1 − R2
G

r2 +
R4

G

r4

]

r̂ |RG| ≤ 5.54 × 104

3 F = −GMm

r2

[

1 − R4
G

r4 +
R8

G

r8

]

r̂ |RG| ≤ 4.68 × 107

4 F = −GMm

r2

[

1 − R6
G

r6 +
R12

G

r12

]

r̂ |RG| ≤ 9.44 × 107

Ahora, para visualizar el espacio de parámetros de la energía efectiva Λu y la
masa Mu, se utiliza la relación

Λu =
1

RGπ

(

Mp

Mu

)1/(du−1)

×
(

2(2 − α0)

π

Γ(du +
1
2 )Γ(du − 1

2 )

Γ(2du)

)1/(2du−2)

, (4.142)

donde α0 = 1 y la masa de Planck Mp = 2.4 × 1018 GeV. Se consideran unidades
naturales (c = 1,h̄ = 1), por lo que se utiliza el factor de conversión 1m = 5 ×
1015GeV−1. El espacio de parámetros para masas en el intervalo 103GeV ≤ Mu ≤
1025GeV se ve de la siguiente forma, con ambos ejes en unidades de MeV y en escala
logarítmica.

]=

1000 107 1011 1015 1019 1023 1027
10-41

10-31

10-21

10-11

0.1

109

Mu (MeV)

Λ u(M
eV

)

Fuerza entrópica Newtoniana modificada

du=
3

2

du=2

du=3

du=4

FIGURA 4.2: Espacio de parámetros con cotas para la precesión del
perihelio de Mercurio a partir de una fuerza Newtoniana de origen

entrópico, con modificaciones de Ungravity.
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4.3. Redshift gravitacional a partir de ecuaciones clásicas mo-
dificadas

A partir de la ecuación del corrimiento al rojo gravitacional

∆ν

ν
≈ φ1

c2 − φ2

c2 , (4.143)

y utilizando el potencial propuesto en Goldbergy Nath, 2008

φ(r) =
−m1m2G

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

, (4.144)

se tiene lo siguiente

∆ν

ν
=

−GM

c2r1

[

1 +
(

RG

r1

)2du−2
]

+
GM

c2r2

[

1 +
(

RC1

r2

)2du−2
]

=
GM

c2

[

1
r2

+
R2du−2

q

r2du−1
2

− 1
r1

− R2du−2
a

r2du−1
1

]

.

(4.145)

Para los casos du = 3
2 , 2, 3y4 se calcula la cota para el parámetro RG, usando los datos

del experimento Pound-Rebka

Caso du = 3/2
∆ν

ν
=

GM

c2

[

1
r2

− 1
r1

+
RG

r2
2
− RG

r2
1

]

. (4.146)

con los datos experimentales

∆ν

ν
= 4.43 × 10−3(1.11 × 10−12 + 3.49 × 10−19RG) (4.147)

Notar que el primer término corresponde a lo obtenido por Relatividad Gene-
ral para el experimento considerado. Con el fin de acotar la contribución extra,
proveniente del modelo de Ungravity, se considera únicamente el segundo tér-
mino, que debe cumplir la desigualdad

∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣1.54−21RG

∣

∣

∣ ≤ 6 × 10−3. (4.148)

Por lo tanto, la cota para el parámetro de longitud RG

|RG| ≤ 3.88 × 1018m (4.149)

Caso du = 2
∆ν

ν
=

GM

c2

[

1
r2

+
R2

G

r3
2
− 1

r1
− R2

G

r3
1

]

, (4.150)

con los datos del experimento resulta

∆ν

ν
= 4.43 × 10−3(1.11 × 10−12 + 8.21 × 10−26R2

G) (4.151)
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y al considerar únicamente la contribución de Ungravity, la cota para la contri-
bución extra es

∣

∣

∣

∣

∆uν

v

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣3.64 × 10−28R2
G

∣

∣ ≤ 6 × 10−3. (4.152)

La cota sobre el parámetro de interés

|RG| ≤ 4.06 × 1012m (4.153)

Caso du = 3
∆ν

ν
=

GM

c2

[

1
r2

+
Ra

G

rs
2
− 1

r1
− R4

l

rs
1

]

, (4.154)

con los datos experimentales

∆ν

ν
= 4.43 × 10−3(1.11 × 10−12 + 3.37 × 10−39R4

G), (4.155)

que como contribución extra debe cumplir la desigualdad
∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
1.49 × 10−41R4

G

∣

∣

∣
≤ 6 × 10−3. (4.156)

La cota
|RG| ≤ 4.47 × 109m (4.157)

Caso du = 4 Por último

∆ν

ν
=

GM

c2

[

1
r2

+
R6

G

r7
2
− 1

r1
+

RG6

r7
1

]

, (4.158)

∆ν

ν
= 4.43 × 10−3(1.11 × 10−12 + 1.16 × 10−52R6

G). (4.159)

Al acotar con los datos experimentales, debe cumplir con la ecuación
∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣5.16 × 10−55R6
G

∣

∣ ≤ 6 × 10−3. (4.160)

por lo tanto la cota
|RG| ≤ 4.76 × 109m (4.161)

Las cotas para cada caso presentado anteriormente se utilizan en la relación 4.81
para visualizar el espacio de parámetros de la energía efectiva Λu en función de la
masa efectiva Mu, con ambos ejes en escala logarítmica.
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]=

1000 107 1011 1015 1019 1023

10-45

10-35

10-25

10-15

10-5

Mu (MeV)

Λ u(M
eV

)

Corrimiento al rojo gravitacional

du=
3

2

du=2

du=3

du=4

FIGURA 4.3: Espacio de parámetros con cotas para el experimetno
Pound-Rebka, a partir de un potencial Newtoniano modificado

De manera análoga al caso anterior, tomando la aproximación para la fuerza

F ≈ GMm

r

{

1 − Γu

(

R

r

)2du−2

+

[

Γu

(

R

r

)]2du−2
}

, (4.162)

propuesta como modificación a la fuerza Newtoniana en Nicolini, 2010.
Con el fin de homologar la notación, se utiliza el cambio R2du−2

G = ΓuR2du−2. Luego,
relacionando la fuerza con el potencial gravitacional mediante el potencial, como
F = −∇φ, se tiene

φ = −GM

r

[

−1 +
R2du−2

G

(2du − 1)r2du−2 − (R2du−2
G )2

(4du − 3)r4du−4

]

, (4.163)

utilizando la condición de frontera φ0 = 0.
a partir del potencial anterior, junto con la ecuación para el corrimiento al rojo (4.143),
se tiene

∆ν

ν
=− GM

c2

[

− 1
r1

+
R2du−2

G

(2du − 1)r2du−1
1

− R2du−2
G

(4du − 3)r4du−3 +
1
r2

− R2du−2
G

(2du − 1)r2du−1
2

+
R2du−2

G

(4du − 3)r4du−3

]

.

(4.164)

De la ecuación anterior, se analizan los casos para du fijo, con los valores du =
1, 2, 3 y 4 y se resuelve para el parámetro RG, al comparar con el experimento Poud
- Rebka.

Caso du = 3
2 En este caso, el corrimiento al rojo es

∆ν

ν
=

GM

c2

[

+
1
r1

− RG

2r2
1
+

R2
G

3r3
1
− 1

r2
+

RG

2r2
2
− R2

G

3r3
2

]

. (4.165)
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Luego, sustituyendo los datos del experimento, se tiene

∆ν

ν
= 4.43 × 1 −−3 (−1.11 × 10−12 + 1.74 × 10−19RG − 2.74 × 10−26R2

G).

(4.166)
Entonces, usando la cota del experimento mencionado, debe cumplirse la ecua-
ción
∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

= | − 4.93 × 10−12 + 17.73 × 10−22RG − 1.21 × 10−28R2
G | −6 × 10−3 ≤ 0.

(4.167)
Nótese que el primer término del lado derecho corresponde a la contribución
proveniente de Relatividad General. Al resolver la ecuación anterior para RG,
se tiene la cota

|RG| ≤ 7.03 × 1012m. (4.168)

Caso du = 2

∆ν

ν
=

GM

c2

[

1
r1

− R2
G

3r3
1
+

R4
G

5r5
1
− 1

r2
+

R2
G

3r3
1
− R4

G

5r5
2

]

. (4.169)

Luego, al introducir los datos del experimento y acotar la contribución extra
∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣−4.9279 × 10−15 + 1.2141 × 10−28R2
G − 2.9912 × 10−12R4

G

∣

∣

∣− 6× 10−3 ≤ 0

(4.170)
y al resolver para RG, resulta

|RG| ≤ 6.69 × 109 m. (4.171)

Caso du = 3

∆ν

ν
=

GM

c2

[

1
r1

− RG9

Sr5
1
+

R8
G

9
− 1

r2
+

R9
G

S1 − r5
2
− R8

G

9r9
2

]

, (4.172)

con la cota y los datos experimentales
∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

= |− 4.9279× 10−15 + 12.9912× 10−42R4
G − 1.8155× 10−69R8

G | −6× 10−3 ≤ 0,

(4.173)
por lo tanto

|RG| ≤ 2.06 × 108 m. (4.174)

Caso du = 4 Por último, el corrimiento al rojo para du = 4

∆ν =
GM

c2

[

1
r1

− RG

7r7
1
+

R12
G

13r13
1

− 1
r2

+
R6

G

7r7
2
− RG12

13r13
2

]

(4.175)

resulta en a cota
∣

∣

∣

∣

∆ν

ν

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣
−4.93 × 10−15 + 7.37 × 10−56R6

G − 1.10 × 10−96R′2
G

∣

∣

∣
− 6 × 10−3 ≤ 0,

(4.176)
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da como resultado
|RG| ≤ 6.47 × 107 m. (4.177)

De los casos anteriores, se obtiene el espacio de parámetros, en escala logarítmica,
Mu − Λu, usando la ecuación 4.81.

]=

1000 107 1011 1015 1019 1023

10-39

10-29

10-19

10-9

10

Mu (MeV)

Λ u(M
eV

)

Corrimiento al rojo gravitacional

du=
3

2

du=2

du=3

du=4

FIGURA 4.4: Espacio de parámetros con cotas para el experimento
Pund-Rebka, a partir de una fuerza entrópica Newtoniana modifica-

da.

4.3.1. Resultados

Las cotas para el parámetro de longitud del modelo Ungravity, RG, obtenidas
para el experimento Pound-Rebka usando ecuaciones clásicas modificadas, se mues-
tran a continuación

du Cota potencial Cota fuerza entrópica
3
2 3.88 × 1018 m 7.03 × 1012 m
2 4.06 × 1012 m 6.69 × 109 m
3 4.47 × 109 m 2.06 × 108 m
4 4.76 × 109 m 6.47 × 107 m

CUADRO 4.1

Como puede notarse, la cota obtenida para el valor du = 3/2 es la de mayor or-
den de magnitud en ambos casos y disminuye su valor al aumentar du, a excepción
de los casos du = 3 y du = 4 en el caso del potencial modificado. Los espacios de
parámetros, junto con el obtenido a partir de una métrica modificada, serán compa-
rados al final del trabajo.
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Capítulo 5

Pruebas clásicas de RG a partir de
una métrica con modificaciones de
Ungravity

5.1. Métrica modificada

Como se menciona en el capítulo 2, en el artículo Gaete, Helaÿel-Neto y Spa-
llucci, 2010, se muestran las siguientes correcciones a la métrica de Schwarzschild,
provenientes de Ungravity.

g−1
rr = −g00 = 1 − VN(r)

[

1 + Γu

(

R∗
r

)2du−2
]

, (5.1)

donde −VN(r) es el potencial gravitacional Newtoniano y las variables característi-
cas del modelo son

Γu =
2

π2du−1

Γ(du − 1
2 )Γ(du +

1
2 )

Γ(2du)
y R∗ =

1
Λu

(

MP

Mu

) 1
du−1

. (5.2)

Con el fin de homologar la notación con la de las formulaciones consideradas en
secciones anteriores, se define

R2du−2
G ≡ Γu(R∗)2du−2, (5.3)

y, con ello, la métrica de Swarzschild modificada se escribe de la siguiente forma, al

considerar el potencial Newtoniano VN(r) =
GM

r
y la ecuación (5.1), donde además

se toma c = 1,


























g−1
rr = −g00 = 1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

,

gθθ = r2,
gφφ = r2 sin2 θ.

(5.4)

Ahora, para resolver el problema de órbitas planetarias, se considera una partícula
de prueba en el vacío, cuya trayectoria es definida por el espacio deformado por una
distribución de masa esférica. Entonces, se escribe la ecuación de geodésicas para
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una partícula tipo tiempo como

2K = 1,

=

(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])

ṫ2

−
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2,

(5.5)

en unidades de c = 1 por simplicidad en la notación.
Al introducir la relación anterior en la ecuación de geodésicas escrita como la ecua-
ción de Euler-Lagrange

∂K

∂xα
− d

dτ

∂K

∂ẋα
= 0, (5.6)

se obtienen las siguientes cantidades conservadas y ecuaciones de movimiento:

Para α = 0,

d

dτ

∂k

∂ṫ
=

d

dτ

{(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])

ṫ

}

= 0, (5.7)

lo que implica la cantidad conservada
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])

ṫ = cte. (5.8)

Para α = 1, la ecuación de movimiento
[

−GM

r2 (1 − du)

(

RG

r

)2du−2

+
GM

2r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]]

×


ṫ2 +

(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−2

ṙ2



− r(θ̇2 + sin2 θφ̇2)

+
d

dτ





(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

ṙ



 = 0.

(5.9)

Para α = 2,

− r2 sin θ cos θφ̇2 +
d

dτ
(r2θ̇) = 0, (5.10)

entonces
− r2 sin θ cos θφ̇2 + 2rṙθ̇ + r2θ̈ = 0. (5.11)

Para α = 3,
d

dτ
(r2 sin2 θφ̇) = 0, (5.12)

que implica la cantidad conservada

r2 sin2 φ̇ = cte. (5.13)
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Para θ = π
2 , la ecuación anterior puede identificarse con la cantidad conservada

de momento angular por unidad de masa, h = r2φ̇, al igual que en el problema de
Kepler. A su vez, al fijar el valor de θ, la ecuación (5.11) implica que la primera y
segunda derivadas de θ se anulan. Por ello, se fija dicho valor del ángulo, lo que
resulta en ecuaciones sin dependencia en θ y permite describir el movimiento de la
partícula sobre un plano (para ello deben anularse las demás derivadas de θ).
Así, la ecuación (5.78) se reescribe como

2K =

(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])

ṫ2

−
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

ṙ2 − r2φ̇2 = 1,

(5.14)

y, al definir la cantidad conservada (5.8) como
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])

ṫ ≡ a, (5.15)

la ecuación de la geodésica es

2K = a2

(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

−
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

ṙ2 − r2φ̇2 = 1.

(5.16)

Al igual que en el problema sin correcciones, la ecuación anterior se escribe en tér-
minos de la cantidad conservada h y se utiliza el cambio de variable u = 1/r, lo que

implica reemplazar las variables ṙ y φ̇ mediante las relaciones h = r2φ̇ y ṙ = −h
du

dφ
.

Entonces la ecuación de la geodésica toma la forma

a2
(

1 − GMu
[

1 + (uRG)
2du−2

])−1

−
(

1 − GMu
[

1 + (uRG)
2du−2

])−1
h2
(

du

dφ

)2

− h2u2 = 1.
(5.17)

En orden de obtener la ecuación diferencial para la trayectoria de la partícula, se
despejan, del lado izquierdo de la ecuación, los términos usuales que conducen a

la obtención de la ecuación de Binet (de la forma
du

dφ
+ u). De ello resulta en un

término constante del lado derecho y términos que pueden agruparse al factorizar
el elemento entre corchetes. La ecuación resultante es

(

du

dφ

)2

+ u2 =
a2 − 1

h2 +
GM

c2

( u

h2 + u3
) [

1 + (uRG)
2du−2

]

. (5.18)
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Luego, al derivar con respecto de φ, se tiene

d2u

dφ2 + u =
1
2

{

GM

(

1
h2 + 3u2

)

[

1 + (uRG)
2du−2

]

+GM
( u

h2 + u3
)

(2du − 2)u2du−3R2du−2
G

}

,
(5.19)

y al reagrupar los términos del lado derecho, se obtiene la ecuación diferencial

d2u

dφ2 + u =
GM

2

[

1
h2 + 3u2 +

2du − 1
h2 (uRG)

2du−2 + (2du + 1)R2du−2
G u2du

]

. (5.20)

Finalmente, definiendo µ ≡ GM

2
, la ecuación puede escribirse como

d2u

dφ2 + u =
µ

h2

[

1 + 3u2h2 + (2du − 1)(uRG)
2du−2 + (2du + 1)h2R2du−2

G u2du

]

. (5.21)

La ecuación diferencial obtenida tiene la forma de la ecuación de Binet, con contri-
buciones extra, provenientes del modelo de Ungravity.

A continuación, se muestra el desarrollo de las pruebas clásicas de Relatividad
General: Precesión del perihelio de Mercurio, deflexión de la luz y corrimiento al
rojo gravitacional, haciendo uso de la métrica y ecuaciones determinadas en esta
sección.

5.2. Precesión del perihelio de Mercurio a partir de métrica
modificada

Con un procedimiento análogo al de los casos de órbitas planetarias resueltos en
secciones anteriores, la ecuación diferencial (5.21) se resuelve mediante un método
perturbativo, al ser las correcciones del orden del inverso del radio. Retomando las
unidades en que c 6= 1, se toma como parámetro de expansión

ε ≡ 3µ2

c2h2 =
3

c2h2

(

GM

2c2

)2

, (5.22)

que al introducir los datos para el sistema solar resulta ser un coeficiente pequeño.
En términos de dicho parámetro, la ecuación diferencial es

u′′ + u =
µ

h2

{

1 + ε

[

u2h4c2

µ2 +
c2h2

3µ2 (2du − 1)(uRG)
2du−2

+
c2h4

3µ2 (2du + 1)R2du−2
G u2du

]}

,
(5.23)

donde u′ representa la derivada con respecto de φ.
Luego, se propone la solución a primer orden

u = u0 + εu1, (5.24)

de la cual pueden identificarse dos ecuaciones, al sustituir del lado derecho en (5.23),
una de orden ε0 y otra de orden ε.
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La ecuación a orden cero, ecuación de Binet sin correcciones,

u′′
0 + u0 =

µ

h2 , (5.25)

tiene como solución la ecuación de secciones cónicas. Por otro lado, la ecuación de
orden ε queda en términos de la solución u0

u′′
1 + u1 =

µ

h2

[

h4c2

µ2 u2
0 +

c2h2

3µ2 (2du − 1)(u0RG)
2du−2 +

c2h4

3µ2 (2du + 1)R2du−2
G u2du

0

]

.

(5.26)
Al introducir en esta ecuación la solución conocida, se obtiene la ecuación diferencial

u′′
1 + u1 =

c2µ

h2 (1 + e cos φ)2 +
c2µ2du−3

3h4du−4 (2du − 1)R2du−2
G (1 + e cos φ)2du−2

+
c2µ2du−1

3h4du−2 (2du + 1)R2du−2
G (1 + e cos φ)2du ,

(5.27)

donde puede identificarse, en el primer término del lado derecho, la contribución
usual obtenida de Relatividad General para el problema de órbitas planetarias.
Con el fin de optimizar la notación en el desarrollo siguiente, se define

α ≡ (2du − 1)R2du−2
G y α′ ≡ (2du + 1)R2du−2

G , (5.28)

entonces, la ecuación diferencial de orden ε es

u′′
1 + u1 =

c2µ

h2 (1 + e cos φ)2 +
c2µ2du−3

3h4du−4 α(1 + e cos φ)2du−2

+
c2µ2du−1

3h4du−2 α′(1 + e cos φ)2du .

(5.29)

En lo sucesivo, se resuelve el problema de la precesión del perihelio para los
casos de dimensión du = 3

2 , 2, 3 y 4. Con la ecuación de movimiento para cada caso,
que se obtiene al resolver la ecuación diferencial (5.21) (usando el método y solución
propuestos en esta sección) con el software Mathematica, se identifica la precesión
en la órbita, al mantener únicamente las contribuciones lineales en el ángulo φ y se
obtiene el valor para la órbita de Mercurio, considerando los valores

a = 5.7909 × 1010m, e = 0.2056 y GM = 1.327 × 1020 m3

s2 , (5.30)

para el semieje mayor, la excentricidad y el producto de la constante de gravitación
universal con la masa del sol, respectivamente.
Finalmente, con la cota para las contribuciones extras a la precesión,

|∆φ| = |∆obs − ∆RG| ≤ 2π × 10−12 rad
rev

, (5.31)

se obtienen los valores máximos para el parámetro de longitud del modelo de Un-
gravity, RG, para cada valor de du.
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5.2.1. Caso du = 3
2

La ecuación (5.29) para este caso es

u′′
1 + u1 =

c2µ2

h2 (1 + e cos φ)2 + α
c2

3h2 (1 + e cos φ) + α′ c
2µ2

3h4 (1 + e cos φ)3. (5.32)

De los términos de la solución, se consideran únicamente las contribuciones lineales
en el ángulo, que tienen la forma φ sin φ, pues son los únicos términos de corrección
que aumentan su valor para cada revolución. La solución es

u1 =

(

αc2

6h2 +
c2µ

h2 +
α′c2µ2

2h4 +
α′c2µ2

8h4 e2
)

eφ sin φ, (5.33)

por lo que la ecuación completa, considerando la solución propuesta (5.24) y la ecua-
ción de secciones cónicas, tiene la forma

u =
µ

h2 (1 + e cos φ) + ε

(

αc2

6h2 +
c2µ

h2 +
α′c2µ2

2h4 +
α′c2µ2

8h4 e2
)

eφ sin φ, (5.34)

y, sustituyendo el valor de ε, la ecuación de movimiento es

u =
µ

h2

[

1 + e cos φ +

(

αµ

2h2 +
3µ2

h2 +
3α′µ3

2h4 +
3α′µ3e2

8h4

)

eφ sin φ

]

. (5.35)

Luego, con el fin de escribir la ecuación anterior en la forma estándar,donde aparece
la corrección como un término extra en el ángulo, se define el parámetro

δ3/2 ≡ αµ

2h2 +
3µ2

h2 +
3α′µ3

2h4 +
3α′µ3e2

8h4 << 1, (5.36)

lo que permite escribir cos(φ − δ3/2φ) ≈ cos φ + δ3/2φ sin φ. Al identificar dicho tér-
mino en la ecuación de movimiento, ésta puede escribirse en la forma

u =
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ3/2)]}. (5.37)

De lo anterior, se identifica la precesión del perihelio de la órbita, al tomar el argu-
mento de la función coseno para un periodo completo 2π, donde el ángulo es

φT(1 − δ3/2) = 2π, (5.38)

entonces
φT ≈ 2π + 2πδ3/2 (5.39)

a primer orden en δ3/2. Por lo tanto la precesión, contribución extra en el ángulo φT,
es

∆φ = 2π
αµ

2h2 +
3µ2

h2 +
3α′µ3

2h4 +
3α′µ3e2

8h4 . (5.40)

Tal expresión, en términos de las variables astronómicas M, a y e, mediante las rela-
ciones

h2 = GMa(1 − e2) y µ ≡ GM

2c2 , (5.41)
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se escribe como

∆φ = 2π

(

α

4a(1 − e2)
+

3GM

4c2a(1 − e2)
+

3GMα′

16a2c2(1 − e2)2 +
3GMα′e2

64a2c2(1 − e2)2

)

. (5.42)

Entonces, para la órbita de Mercurio, utilizando los valores numéricos (5.30) y las
definiciones (5.28), que para este caso cumplen α = 2RG y α′ = 4RG, la precesión
resulta ser

∆φ = 2π(9.01 × 10−12RG + 1.99 × 10−8 + 3.60 × 10−19RG + 3.80 × 10−21RG). (5.43)

Finalmente, al reagrupar los términos que contienen el parámetro RG y utilizar la
cota (5.31) para las nuevas contribuciones a la precesión del perihelio, se obtiene la
desigualdad

|9.01 × 10−12RG + 1.99 × 10−8| ≤ 1 × 10−12. (5.44)

Nótese, al revisar las secciones anteriores, que el segundo término en el valor abso-
luto proviene de la contribución usual de Relatividad General. Dado que en la cota
utilizada ya se considera dicha contribución y que el principal interés es acotar el pa-
rámetro de Ungravity, se considera solo el primer término de corrección. Lo anterior
restringe el valor de RG, de modo que

|RG| ≤ 0.11m. (5.45)

5.2.2. Caso du = 2

Para este valor de la dimensión, la ecuación diferencial a orden ε (5.29) es

u′′
1 + u1 =

c2µ

h2 (1 + e cos φ)2 +
c2µ

3h4 α(1 + e cos φ)2 +
c2µ3

3h6 α′(1 + e cos φ)4, (5.46)

que al resolver y considerar únicamente las contribuciones lineales en φ (ver los
casos anteriores) tiene como solución

u1 =

[

c2µ

h2

(

1 +
α

3h2

)

+
2c2µ3

3h6 α′ +
c2µ3

2h6 e2α

]

eφ sin φ. (5.47)

Entonces, junto con la solución a orden cero, la ecuación de movimiento se escribe
como

u =
µ

h2 (1 + e cos φ) + ε

[

c2µ

h2

(

1 +
α

3h2

)

+
2c2µ3

3h6 α′ +
c2µ3

2h6 e2α

]

eφ sin φ,

=
µ

h2

{

1 + e cos φ +

[

3µ2

h2

(

1 +
α

3h2

)

+
2µ4

h6 α′ +
3µ4e2α′

2h6

]

eφ sin φ

}

.
(5.48)

Dicha solución puede reescribirse en la forma estándar

u =
µ

h2 1 + e cos[φ(1 − δ2)], (5.49)

al definir el parámetro

δ2 ≡ 3µ2

h2

(

1 +
α

3h2

)

+
2µ4

h6 α′ +
3µ4e2α′

2h6 , (5.50)
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que cumple con la condición δ2 << 1.
Ahora, con el fin de obtener una expresión para la precesión de las órbitas, se con-
sidera el argumento del coseno para un periodo completo 2π, de lo cual se obtiene
el ángulo φT ≈ 2π(1 + δ2). Después, al identificar la precesión con el término extra
2πδ2, se tiene

∆φ = 2π

[

3µ2

h2

(

1 +
α

3h2

)

+
2µ4

h6 α′ +
3µ4e2α′

2h6

]

, (5.51)

y, en términos de la ecuación (5.41), la expresión para la precesión toma la forma

∆φ = 2π

(

3GM

4a(1 − e2)c2 +
3R2

G

4a2(1 − e2)2 +
5GMR2

G

8α3(1 − e2)3c2 +
15GMe2R2

G

32a3(1 − e2)3c2

)

.

(5.52)
Para la órbita de Mercurio, con los valores (5.30),

∆φ = 2π(1.99 × 10−8 + 2.44 × 10−22R2
G + 5.41 × 10−30R2

G + 1.71 × 10−31R2
G), (5.53)

la expresión depende únicamente del parámetro RG. Entonces

∆φ = 2π(2.44 × 10−22)R2
G, (5.54)

donde, al igual que en el caso anterior, se considera únicamente la contribución de
Ungravity, pues la contribución de Relatividad General está contenida en la cota uti-
lizada, |∆φ| ≤ |∆RG − ∆obs| ≤ 2π × 10−12 rad

rev . Por lo tanto, la cota para el parámetro
de longitud de Ungravity es

|RG| ≤ 6.40 × 104m. (5.55)

5.2.3. Caso du = 3

En este caso la ecuación diferencial a orden ε (5.29) es

u′′
1 + u1 =

c2µ

h2 (1 + e cos φ)2 +
c2µ3

3h8 α(1 + e cos φ)4 +
c2µ5

3h10 α′(1 + e cos φ)6. (5.56)

Las contribuciones a la solución, de la forma φ sin φ, como se menciona en los casos
anteriores, son

u1 =

[

c2µ

h2 +
c2µ3α

h8

(

2
3
+

e2

2

)

+
c2µ5α′

h10

(

1 +
5e2

2
+

5e4

8

)]

eφ sin φ, (5.57)

entonces, junto con la solución a orden cero (ecuación de secciones cónicas), la solu-
ción propuesta (5.24) puede escribirse como

u =
µ

h2 (1 + e cos φ) + ε

[

c2µ

h2 +
c2µ3α

h8

(

2
3
+

e2

2

)

+
c2µ5α′

h10

(

1 +
5e2

2
+

5e4

8

)]

eφ sin φ,

=
µ

h2

{

1 + e cos φ +

[

3µ2

h2 +
3µ4α

h8

(

2
3
+

e2

2

)

+
3µ6α′

h10

(

1 +
5e2

2
+

5e4

8

)]

eφ sin φ

}

.

(5.58)
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Luego,para escribir la ecuación de movimiento en la forma convencional, se define
el parámetro

δ3 ≡ 3µ2

h2 +
3µ4α

h8

(

2
3
+

e2

2

)

+
3µ6α′

h10

(

1 +
5e2

2
+

5e4

8

)

, (5.59)

pequeño para los órdenes del sistema solar. Ello permite escribir la ecuación de mo-
vimiento como

u =
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ3)]}. (5.60)

Ahora, para encontrar la expresión para la precesión de la órbita, se fija el argumento
de la función coseno a 2π (para un periodo completo) y se despeja el ángulo

φT ≈ 2π(1 + δ3), (5.61)

donde el término extra es la precesión. Entonces

∆φ = 2πδ3,

= 2π

[

3µ2

h2 +
3µ4α

h8

(

2
3
+

e2

2

)

+
3µ6α′

h10

(

1 +
5e2

2
+

5e4

8

)]

,
(5.62)

y en términos de los parámetros astronómicos involucrados en la ecuación (5.41), la
expresión toma la forma

∆φ = 2π

[

3GM

4a(1 − e2)c2 +
15R4

G

16a4(1 − e2)4

(

2
3
+

e2

2

)

+
21GMR4

G

64a5(1 − e2)5c2

(

1 +
5e2

2
+

5e4

8

)

]

.

(5.63)
Finalmente, para acotar con la precesión de la órbita de Mercurio, se introducen los
datos (5.30) en la expresión anterior. Luego, se utiliza la cota (5.31) para las contribu-
ciones extras a la precesión de Mercurio y se obtiene la desigualdad

|∆φ| = |3.99 × 10−8 + 6.81 × 10−44R4
G + 1.02 × 10−51R4

G| ≤ 2π × 10−12. (5.64)

De lo anterior, y considerando únicamente las contribuciones del modelo de Ungra-
vity, la cota para el parámetro de longitud RG es

|RG| ≤ 6.19 × 107m. (5.65)

5.2.4. Caso du = 4

Para este último caso, la ecuación diferencial para u1 (5.29) es

u′′
1 + u1 =

c2µ

h2 (1 + e cos φ)2 +
c2µ5

3h12 α(1 + e cos φ)6 +
c2µ7

3h14 α′(1 + e cos φ)8, (5.66)

y las contribuciones de orden lineal en φ

u1 =

[

c2µ

h2 +
c2µ5

3h12 α

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
c2µ7

3h14 α′
(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

eφ sin φ.

(5.67)



Capítulo 5. Pruebas clásicas de RG a partir de una métrica con modificaciones de
Ungravity

64

Entonces, de la solución propuesta y la solución a la ecuación u0, la ecuación de
movimiento es

u =
µ

h2 (1 + e cos φ) + ε

[

c2µ

h2 +
c2µ5

3h12 α

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
c2µ7

3h14 α′
(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

eφ sin φ.
(5.68)

Luego, se define

δ4 ≡ ε

[

c2µ

h2 +
c2µ5

3h12 α

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
c2µ7

3h14 α′
(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

,

(5.69)
que es un parámetro pequeño, por lo que la ecuación de movimiento puede reescri-
birse en la forma convencional

u =
µ

h2 {1 + e cos[φ(1 − δ4)]}. (5.70)

De esta ecuación se identifica la precesión de las órbitas al igualar el argumento del
coseno a un periodo completo, con lo que, al despejar el ángulo φ, se obtiene

φT =
2π

1 − δR4
≈ 2π(1 + δR4), (5.71)

siendo el segundo término la precesión. Ésta puede escribirse como

∆φ = 2π

[

3µ2

h2 +
µ6

h12 α

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
µ8

h14 α′
(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)]

.

(5.72)
En los términos astronómicos que aparecen en la ecuación (5.41), la precesión es

∆φ =2π

[

3GM

4a(1 − e2)c2 +
7R6

G

64a6(1 − e2)6

(

3 +
15
2

e2 +
15
8

e4
)

+
9GMR6

G

256a7(1 − e2)7c2

(

4 + 21e2 +
35
2

e4 +
35
16

e6
)

,

(5.73)

y, de (5.30), la precesión de la órbita de Mercurio es

∆φ = 2π[1.99 × 10−8 + (1.25 × 10−65 + 1.58 × 10−73)R6
G]. (5.74)

Al igual que en los casos anteriores, se descarta la contribución de orden 10−8 al ser
el término proveniente de Relatividad General y se usa la cota (5.31) para delimitar
el valor del parámetro RG. Resulta la relación

|∆φ| = 2π|1.25 × 10−65R6
G| ≤ 2π × 10−12, (5.75)

con lo que se obtiene
|RG| ≤ 6.56 × 108m. (5.76)
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5.2.5. Sumario

Las cotas calculadas en secciones anteriores para la precesión del perihelio de
Mercurio se resumen a continuación 1

du RG ≤
3
2 0.11 m
2 6.40 × 104 m
3 6.19 × 107 m
4 6.56 × 108 m

La energía característica Λu en función de la masa característica Mu, mediante la
relación (4.81), se muestra a continuación en escala logarítmica

]=

1000
10
7

10
11

10
15 10

19
10
23

10
-25

10
-15

10
-5

10
5

10
15

Mu (MeV)

Λ u(M
e
V
)

Métrica de Schwarzschild modificada

du=
3

2

du=2

du=3

du=4

FIGURA 5.1: Espacio de parámetros con cotas para la precesión del
perihelio de Mercurio, a partir de una métrica de Schwarzschild mo-

dificada.

5.3. Deflexión de la luz a partir de métrica modificada

El análisis de este problema se realiza a partir de la métrica modificada


























g−1
rr = −g00 = 1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

,

gθθ = r2,
gφφ = r2 sin2 θ.

(5.77)

En este caso se considera, al igual que en la sección de órbitas planetarias, un campo
gravitacional generado por un cuerpo con distribución de masa esférica, con la dife-
rencia de que ahora se busca describir el movimiento de una partícula sin masa, es

1Notar que son las mismas cotas obtenidas para el potencial Newtoniano modificado, salvo un
factor de 2.
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decir, que se mueve sobre una geodésica nula,

2K = 0,

=

(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])

ṫ2

−
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θφ̇2.

(5.78)

La ecuación está escrita en unidades de c = 1 por simplicidad en la notación.

Ahora, utilizando las ecuaciones tipo Euler-Lagrange, siguen siendo válidas las
ecuaciones de movimiento y cantidades conservadas obtenidas en la sección ante-
rior, entre las que destaca la definición del momento angular por unidad de masa

h = r2φ̇, (5.79)

después de fijar el sistema al plano θ = π
2 . Ello permite reescribir la ecuación de la

geodésica como

2K =a2

(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

−
(

1 − GM

r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
])−1

ṙ2

− r2φ̇2 = 0,
(5.80)

donde a es una constante, definida por una de las ecuaciones de conservación.

De la misma forma, se realiza el cambio de variable u ≡ 1
r

y, utilizando la ecuación

para el momento angular (5.79), las derivadas de las coordenadas r y φ se escriben
como

ṙ = −h
du

dφ
y φ̇ = hu2. (5.81)

Entonces, la ecuación de la geodésica en términos de h y u,

a2
(

1 − GMu
[

1 + (uRG)
2du−2

])−1
−
(

1 − GMu
[

1 + (uRG)
2du−2

])−1
h2
(

du

dφ

)2

− h2u2 = 0,
(5.82)

puede reescribirse como

(

du

dφ

)2

=
a2

h2 −
(

1 − GMu
[

1 + (uRG)
2du−2

])

u2, (5.83)

entonces
(

du

dφ

)2

+ u2 =
a2

h2 + GMu3 + GM(RG)
2du−2u2du+1. (5.84)



Capítulo 5. Pruebas clásicas de RG a partir de una métrica con modificaciones de
Ungravity

67

Finalmente, para obtener la ecuación diferencial, se toma la derivada con respecto
de φ y se escribe de vuelta en unidades de c 6= 1. El resultado es

d2u

dφ2 + u =
3
2

GMu2

c2 + (du + 1/2)
GM

c2 R2du−2
G u2du . (5.85)

Para resolverla, primero se considera el límite de Relatividad Especial, en que M =
0, la ecuación anterior es

d2u

dφ2 + u = 0, (5.86)

la cual tiene como solución la recta

u =
1
D

sin(φ − φ0), (5.87)

donde D es la distancia de mayor acercamiento al origen y que satisface la condición
φ0 < φ < φ0 + π.
Luego, para los casos en que M 6= 0, se propone la solución de la forma

u = u0 + mu1, (5.88)

considerando el parámetro pequeño mu =
GM

c2r
. Sustituyendo en la ecuación dife-

rencial (5.85), se tiene

u′′
0 + mu′′

1 + u0 + mu1 =
3
2

mu2
0 + (du + 1/2)mR2du−2

G u2du
0 , (5.89)

a primer orden en en parámetro de expansión y donde u′′ denota la segunda deriva-
da con respecto de φ.

Tomando los términos de orden m0 de ambos lados de la igualdad, implica que
la ecuación a orden cero es el caso de espacio plano (5.86), por lo tanto la solución es
la recta (5.87).
Luego, a primer orden en m, la ecuación diferencial es

u′′
1 + u1 =

3
2

u2
0 + (du + 1/2)R2du−2

G u2du
0 , (5.90)

y al introducir la solución u0

u′′
1 + u1 =

3
2

(

1
D

sin φ

)2

+ (du + 1/2)R2du−2
G

(

1
D

sin φ

)2du

, (5.91)

fijando φ0 = 0.
A continuación, se resuelve la ecuación diferencial (5.85) para los casos du = 3

2 , 2, 3 y 4.
Para ello, se obtiene la solución de la ecuación anterior mediante el software Mathe-
matica y, considerando todos los términos de la solución, se construye la ecuación de
movimiento usando la propuesta (5.88) y la solución a orden cero (5.87). Después,
considerando el caso de la siguiente figura
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FIGURA 5.2: Trayectoria de los rayos de luz real y aparente, en pre-
sencia de una distribución de masa esférica.

se toma el límite de distancias grandes entre la distribución de masa y la fuente
de luz y se toman los ángulos pequeños ε1 y ε2, que forman las asíntotas de los rayos
de luz con el plano φ = 0.
También del caso ilustrado en la figura, se toma la relación geométrica

δ = ε1 + ε2, (5.92)

que indica el ángulo de deflexión.

5.3.1. Caso du = 3
2

En este caso la ecuación diferencial (5.91) es

u′′
1 + u1 =

3
2

sin2 φ

D2 +
2RG

D3 sin3 φ. (5.93)

Se tiene que la solución es

u1 =A cos φ + B sin φ − 3
4

RG

D3 φ cos φ +
9
8

cos2 φ

D2 − 1
8

cos φ cos(3φ)

D2 +
sin4 φ

2D2

+
RG

2D3 sin5 φ +
RG

2D3 cos φ sin(2φ)− RG

16D3 cos φ sin(4φ),
(5.94)

donde los primeros dos términos de la ecuación pueden reescribirse como

C cos(φ + δ) = A cos φ + B sin φ, (5.95)

donde δ es una fase que puede fijarse a cero. Entonces, con la solución a orden cero
(5.87), la ecuación de movimiento (5.88) es

u =
sin φ

D
+

m

D2

[

C cos φ − 3
4

RG

D
φ cos φ +

9
8

cos2 φ − 1
8

cos φ cos(3φ) +
sin4 φ

2
+

RG

2D
sin5 φ +

RG

2D
cos φ sin(2φ)− RG

16D
cos φ sin(4φ)

]

.

(5.96)
Ahora, como se observa en la figura 5.2, para estrellas alejadas de la distribución

de masa que genera el campo gravitacional, vale tomar el límite r −→ ∞, es decir
u −→ 0. Escribiendo la ecuación anterior en este límite y sustituyendo el ángulo φ
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por el ángulo ε1, que cumple | − ε1| << 1, la ecuación de movimiento toma la forma

0 =− ε1

D
+

m

D2

[

C − 3
4

RG

D
(−ε1) +

9
8
− 1

8
cos (3ε1) +

ε4
1

2
− RG

2D
ε5

1

+
RG

2D
sin (−2ε1)−

RG

16D
sin (−4ε1)

]

,
(5.97)

aproximando las funciones cos φ ≈ 1 y sin φ ≈ φ a primer orden.
De la misma forma, al aproximar a primer orden para los argumentos con múltiplos
de ε1, la ecuación cumple

−ε1

D
+

m

D2

[

C + 1 +
(

3
4

RG

D
− RG

D
+

1
4

RG

D

)

ε1

]

= 0. (5.98)

Como puede notarse inmediatamente, la contribución de RG se anula, entonces

− ε1

D
+

m(C + 1)
D2 = 0, (5.99)

por lo tanto, la relación para el ángulo ε1 es

ε1 =
m(C + 1)

D
. (5.100)

Ahora, se realiza este mismo procedimiento para encontrar la relación para el ángulo
ε2 que se aprecia en la figura 5.2, sustituyendo φ = π + ε2, donde |ε2| << 1. Luego
de sustituir y aproximar las funciones seno y coseno a primer orden, se toma el límite
de distancias grandes respecto al origen. Entonces, la ecuación de movimiento se
escribe como

0 =
1
D

sin (π + ε2) +
m

D2

[

C cos (π + ε2)−
3
4

RG

D
(π + ε2) cos (π + ε2)

+
9
8

cos2 (π + ε2)−
1
8

cos (π + ε2) cos [3 (π + ε2)] +
sin4 (π + ε2)

2

+
RG

2D
sin5 (π + ε2) +

RG

2D
cos (π + ε2) sin [2 (π + ε2)]

− RG

160
cos (π + ε2) sin [4 (π + ε2)]

]

.

(5.101)

Las funciones seno y coseno con suma de ángulos se aproximan como

cos(π + ε2) ≈ −1 , sin(π + ε2) ≈ −ε2,

cos(3π + 3ε2) = cos 3ε2 ≈ 1 y sin(2π + 2ε2) = sin 2ε2 ≈ 2ε2,
(5.102)

de donde resulta la ecuación

0 =− ε2

D
+

m

D2

[

−C +
3
4

RG

D
(π + ε2) +

9
8
+

1
8

(

1 − 4ε2
2
)

+
ε4

2
2
− RG

2D
ε5

2

−RG

2D
(2ε2) +

RG

16D

(

4ε2 − 8ε3
2
)

]

.
(5.103)
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Después, despreciando los términos de orden ε2
2 o mayor, se tiene

− ε2

D
+

m

D2

[

−C +
3
4

RG

D
π +

10
8

+

(

3
4

RG − RG

D
+

1
4

RG

D

)

ε2

]

= 0, (5.104)

donde la suma entre paréntesis se anula. Al despejar ε2, se tiene la relación

ε2 =
m

D

(

−C +
10
8

+
3π

4
RG

D

)

. (5.105)

Finalmente, de la relación geométrica de la figura, δ = ε1 + ε2, junto con la ecuación
anterior y la ecuación (5.100), el ángulo entre la asíntota de la trayectoria real y la
observada es

δ =
m

D

(

18
8

+
3π

4
RG

D

)

=
3
4

m

D

(

3 + π
RG

D

)

, (5.106)

por lo tanto, el ángulo deflectado, en unidades no relativistas, es

δ =
3
4

GM

c2D

(

3 + π
RG

D

)

. (5.107)

Este resultado, al compararse con el obtenido con la métrica de Schwarzschild sin
modificar, tiene la contribución extra del parámetro de longitud RG, pesada por la
inversa del mayor acercamiento entre el rayo de luz y el origen.

5.3.2. Caso du = 2

En este caso la ecuación diferencial (5.91) es

u′′
1 + u1 =

3
2

(

1
D

sin φ

)2

+
5
2

R2
G

(

1
D

sin φ

)4

, (5.108)

y, la solución junto con la ecuación para u0, da como resultado la ecuación de movi-
miento

u =
sin φ

D
+ m

[

C cos φ +

(

9
8D2 +

25
16

R2
G

D4

)

cos2 φ

−
(

1
8D2 +

25
96

R2
G

D4

)

cos φ cos 3φ +
1
32

R2
G

D4 cos φ cos 5φ

+

(

1
D2 +

5
12

R2
G

D4

)

sin4 φ − 5
96

R2
G

D4 sin φ sin 3φ +
1
32

R2
G

D4 sin φ sin 5φ

]

.

(5.109)

Análogo al caso anterior, en el límite r −→ ∞ y con el ángulo φ = ε1

0 =
−ε1

D
+

m

D2

[

C +
9
8
− 1

8
+

(

25
16D2 − 25

96D2 +
1

32D2

)

R2
G

]

, (5.110)

aproximando a primer orden en ε1. Entonces

−ε1

D
+

m

D2

[

c + 1 +
4

3D2 R2
G

]

= 0, (5.111)
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por lo tanto

ε1 =
m

D

[

C + 1 +
4

3D2 R2
G

]

. (5.112)

Luego, para el ángulo de la asíntota real, se toma el argumento φ = π + ε2. La
ecuación de movimiento toma la forma

0 =− ε2

D
+

m

D2

[

−C +
9
8
+

25
16

R2
G

D2 +

(

1
8
+

25
96

R2
G

D2

)

(

1 − 4ε2
2
)

− 1
32

R2
G

D2 cos (5π + 5ε2) +
5
96

R2
G

D2 sin (3π + 3ε2) ε2 −
ε2

32
R2

G

D4 sin (5π + 5ε2)

]

.

(5.113)
Se aproxima todo a primer orden en ε2, resultando

ε2 =
m

D

[

−C +
10
8

+

(

25
16D2 +

25
96D2 +

1
32D2

)

R2
G

]

, (5.114)

entonces

ε2 =
m

D

[

−C +
10
8

+
89
48

R2
G

D2

]

. (5.115)

Por último, la suma de ambos ángulos (5.92) da la deflexión en la trayectoria

δ =
m

D

(

18
8

+
51
16

R2
G

D2

)

, (5.116)

y en unidades no relativistas

δ =
GM

8c2D

(

18 +
51
2

R2
G

D2

)

. (5.117)

5.3.3. Caso du = 3

La ec. diferencial (5.91)

u′′
1 + u1 =

3
2

(

1
D

sin φ

)2

+
7
2

R4
G

(

1
D

sin φ

)6

, (5.118)

tiene como solución

u1 =C cos φ +
9

8D2 cos2 φ +
245
128

R4
G

D6 cos2 φ −
(

1
8D2 +

49
128

RG

D6

)

cos φ cos 3φ

+
49
640

R4
G

D6 cos φ cos 5φ − 1
128

R4
G

D6 cos φ cos 7φ − 7
128

R4
G

D6 sin2 φ +
1

2D2 sin4 φ

+
7
16

R4
G

D6 sin4 φ − 7
128

R4
G

D6 sin φ sin 3φ +
7

128
sin φ sin 5φ − 1

128
R4

G

D6 sin 7φ sin φ.

(5.119)
Dicha solución, junto con la ecuación a orden cero (5.87), se introduce en la solución
propuesta (5.88), para obtener la ecuación de movimiento (ver casos anteriores).

Luego, se considera la solución u para el ángulo de observación ε1 que se muestra
en la figura 5.2 y se toma el caso descrito en la imagen, en el límite de distancias
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grandes donde u −→ 0. Entonces, al igual que en los casos pasados, se aproximan las
funciones seno y coseno a primer orden en ε1, lo que da como resultado la ecuación

0 = − ε1

D
+ m

[

C +
9

8D2 − 1
8D2 +

R4
G

D6

(

245
128

− 49
128

+
49

640
− 1

128

)

]

, (5.120)

entonces

0 = − ε1

D
+ m

[

C +
1

D2 +
8
5

R4
G

D6

]

, (5.121)

por lo que el ángulo cumple la relación

ε1 =
m

D

[

C + 1 +
8
5

RG

D4

]

. (5.122)

por otro lado, se repite el procedimiento anterior para el ángulo φ = π + ε2, que
describe la trayectoria real del rayo de luz. En el límite de largas distancias y a primer
orden, la ecuación es

0 = − ε2

D
+

m

D2

[

−C +
10
8

+
R4

G

D4

(

245
128

+
49
128

+
49
640

− 1
128

)

]

, (5.123)

entonces

ε2 =
m

D

(

−C +
10
8

+
757
320

R4
G

D4

)

. (5.124)

Finalmente, el ángulo entre la trayectoria real y la aparente es

δ =
m

D

(

18
8

+
1269
320

R4
G

D4

)

, (5.125)

por lo tanto

δ =
GM

c2D

(

18
8

+
1269
320

R4
G

D4

)

, (5.126)

en unidades no relativistas.

5.3.4. Caso du = 4

En este caso la ecuación diferencial (5.91)

u′′
1 + u1 =

3
2

(

1
D

sin φ

)2

+
9
2

R6
G

(

1
D

sin φ

)8

, (5.127)
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y tiene como solución

u1 =C cos φ +

(

9
8D2 +

567
256

R6
G

D8

)

cos2 φ −
(

1
8D2 +

63
128

R6
G

D8

)

cos φ cos 3φ

+
81
640

R6
G

D8 cos φ cos 5φ − 81
3584

R6
G

D8 cos φ cos 7φ +
1

512
R6

G

D8 cos φ cos 9φ

− 27
256

R6
G

D8 sin2 φ +

(

1
2D2 +

15
32

R6
G

D8

)

sin4 φ − 3
64

R6
G

D8 sin φ sin 3φ

+
9

128
R6

G

D8 sin φ sin 5φ − 9
512

R6
G

D8 sin φ sin 7φ +
1

512
R6

G

D8 sin φ sin 9φ.

(5.128)

Entonces, ecuación de movimiento puede obtenerse de (5.88), considerando la so-
lución a orden cero (5.87). En la ecuación de movimiento obtenida, se sustituye el
ángulo φ por el ángulo ε1 que forma el observador respecto del plano en la figura 5.2
y se aproximan las funciones trigonométricas a primer orden. Entonces la ecuación
de movimiento es

u =− ε1

D
+ m

[

C +

(

9
8D2 +

567R6
G

256D8

)

− 1
8D2 − 63

128
R6

G

D8 +
81

640
R6

G

D8

− 81
3584

R6
G

D8 +
1

512
R6

G

D8

] (5.129)

que se reescribe como

u = − ε1

D
+ m

[

C +
1

D2 +

(

567
256

+
63

128
+

81
640

− 81
3584

+
1

512

)

R6
G

D8

]

. (5.130)

Luego, en el límite u −→ 0

0 =
−ε1

D
+

m

D2

(

C + 1 +
64
35

R6
G

D6

)

, (5.131)

lo que proporciona una ecuación para ε1.

Se repite este procedimiento para encontrar el ángulo de la trayectoria real ε2.
De acuerdo con el esquema mostrado, el ángulo es φ = π + ε2 y bajo las mismas
consideraciones que en los casos anteriores, se obtiene la relación

ε2 =
m

D

(

−C +
10
8

+
2867
1120

R6
G

D6

)

. (5.132)

Por último, usando la relación geométrica para el ángulo δ, se obtiene

δ =
m

D

(

18
8

+
983
224

R6
G

D6

)

, (5.133)
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que en unidades no relativistas es

δ =
GM

Dc2

(

18
8

+
983
224

R6
G

D6

)

. (5.134)

5.3.5. Resultados

Para acotar el parámetro libre RG, se utiliza la relación obtenida en Relatividad
General (con la métrica de Schwarzschild no modificada)

δ =
4GM

c2D
(5.135)

y se calcula dicho valor de la deflexión tomando el caso de los rayos de luz que
’rozan’ pasan muy cerca de la superficie del sol, utilizando los datos

GM = 1.327 × 1020 m3

s2 y D = 6.963 × 108m, (5.136)

donde D es el radio del sol.
El ángulo de deflexión que resulta es

δRG
= 8.4814 × 10−6rad = 1.749′′. (5.137)

Por otro lado, el valor medido que se utiliza para comparar es el reportado por Dy-
son, Eddington y Davidson, que se incluye en d’Inverno, 1998,

δobs = 1.98 ± 0.12′′. (5.138)

Con lo anterior se obtiene la cota

|δu| = |δobs − δRG| ≤ 0.35′′, (5.139)

donde δu denota la contribución del modelo de Ungravity. Así, las cotas para cada
valor de du, que corresponden a cada ángulo de deflexión, son las siguientes

du Ángulo Cota (m)

3
2

9
4

GM

c2D

(

1 +
π

3
RG

D

)

|RG| ≤ 2.37 × 108

2
18
8

GM

c2D

(

1 +
34
3

R2
G

D2

)

|RG| ≤ 1.23 × 108

3
18
8

GM

c2D

(

1 +
141
80

R4
G

D4

)

|RG| ≤ 4.67 × 108

4
18
8

GM

c2D

(

1 +
983
504

R6
G

D6

)

|RG| ≤ 5.24 × 108

Con los resultados anteriores, el espacio de parámetros para la energía en función
de la masa característica de Unparticles, dado por la ecuación (4.81), se ve de la
siguiente forma, considerando ambos ejes en escala logarítmica.
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FIGURA 5.3: Espacio de parámetros con cotas para deflexión de luz,
a partir en una métrica de Schwarzschild modificada, para estrellas
que aparecen cercanas al sol, debido al campo gravitacional de éste.

5.4. Corrimiento al rojo gravitacional a partir de métrica mo-
dificada

En esta última sección, el efecto de la gravedad sobre la frecuencia de los fotones,
descrito en la sección anterior, es utilizado para obtener cotas sobre el parámetro
de longitud característica del modelo Ungravity, RG. Tomando el elemento 00 de la
métrica modificada (5.77)

g00 = −1 +
GM

c2r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

, (5.140)

e identificándolo con la aproximación en el límite de campo débil g00 ≈ 1 +
2φ

c2 , se
tiene

g00 = 1 +
2φ

c2 = −1 +
GM

c2r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

, (5.141)

lo que permite escribir el potencial clásico como

φ = −c2 +
GM

2r

[

1 +
(

RG

r

)2du−2
]

. (5.142)

Entonces, el corrimiento de la frecuencia obtenido anteriormente (3.68), junto con el
potencial φ, toma la forma

∆ν

ν
=

GM

2c2

{

1
r1

[

1 +
(

RG

r1

)2du−2
]

− 1
r2

[

1 +
(

RG

r2

)2du−2
]}

, (5.143)

por lo tanto
∆ν

ν
=

GM

2c2

[

1
r1

+
R2du−2

G

r2du−1
1

− 1
r2

− R2du−2
G

r2du−1
2

]

, (5.144)

es el corrimiento provocado por una fuente esféricamente simétrica con corrección
de Ungravity.
Ahora, se calculan las cotas para el parámetro RG. Primero, se obtiene la contribución
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extra
(

∆ν

ν

)

u

proveniente de la modificación en la métrica y, luego, se compara con

la diferencia entre el corrimiento predicho por la teoría (3.71) y el observado en el
experimento (3.72). Así, las nuevas contribuciones deben cumplir la relación

∣

∣

∣

∣

(

∆ν

ν

)

u

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

(

∆ν

ν

)

obs

−
(

∆ν

ν

)

RG

∣

∣

∣

∣

≤ 6 × 10−3, (5.145)

lo que restringe el valor del parámetro de interés. Mediante este procedimiento, se
estiman los valores máximos de RG para los casos du = 3

2 , 2, 3 y 4.

Caso du =
3
2

:

La ecuación para el corrimiento de la frecuencia (5.144) es

∆ν

ν
=

GM

2c2

[

1
r1

+
RG

r2
1

− 1
r2

− RG

r2
2

]

. (5.146)

Entonces, introduciendo los datos experimentales (3.70), resultan los siguien-
tes valores

∆ν

ν
= 2.21 × 10−3m

(

−1.11 × 10−12m−1 − 3.49 × 10−19RGm−2
)

. (5.147)

Nótese que el primer término es del orden de la contribución usual obtenida
de Relatividad General, como se indica en (3.71), por lo cual, únicamente el
segundo término es considerado como la contribución extra, asociada a las
modificaciones en la métrica. La contribución

(

∆ν

ν

)

u

= 2.21 × 10−3m−1
(

−3.49 × 10−19RGm−2
)

, (5.148)

se introduce en la ecuación (5.145), lo que resulta en el valor máximo para RG

|RG| ≤ 7.75 × 1018m. (5.149)

Caso du = 2:

Para este caso, la ec. (5.144) toma la forma

∆ν

ν
=

GM

2c2

[

1
r1

− 1
r2

+ R2
G

(

1
r3

1
− 1

r3
2

)]

, (5.150)

y al introducir los valores (3.70)

∆ν

ν
= 2.21 × 10−3m

(

−1.11 × 10−12m−1 − 8.21 × 10−26R2
Gm−3

)

. (5.151)

Análogo al caso anterior, se considera únicamente el segundo término como
contribución extra, lo que resulta, utilizando (5.145), en la cota

|RG| ≤ 5.74 × 1012m. (5.152)
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Caso du = 3:
La ecuación (5.144) en este caso es

∆ν

ν
=

GM

2c2

[

1
r1

− 1
r2

+ R4
G

(

1
r5

1
− 1

r5
2

)]

, (5.153)

y con los valores indicados en (3.70)

∆ν

ν
= 2.21 × 10−3m

(

−1.11 × 10−12m−1 − 3.37 × 10−39R4
Gm−5

)

. (5.154)

Con las mismas consideraciones que en los casos anteriores, se obtiene el si-
guiente valor para el parámetro de longitud RG

|RG| ≤ 5.32 × 109m. (5.155)

Caso du = 4:
Por último, para du = 4, la ecuación para el corrimiento de la frecuencia es

∆ν

ν
=

GM

2c2

[

1
r1

− 1
r2

+ R6
G

(

1
r7

1
− 1

r7
2

)]

, (5.156)

y con los valores (3.70) del experimento considerado

∆ν

ν
= 2.21 × 10−3m(−1.11 × 10−12m−1 − 1.16 × 10−52R6

Gm−7). (5.157)

Para acotar el parámetro libre del modelo en cuestión, se toma el segundo tér-
mino de la ecuación anterior como la contribución más relevante y, usando la
cota (5.145), el valor de RG debe cumplir

|RG| ≤ 5.34 × 108m. (5.158)

Con los resultados obtenidos anteriormente, se grafica el espacio de parámetros para
la energía característica de Unparticles Λu, en términos de la masa característica del
modelo Mu, usando la ecuación (4.81). Con los valores

du |RG| ≤
3
2 7.75 × 1018m
2 5.74 × 1012m
3 5.32 × 109m
4 5.34 × 108m

el espacio de parámetros, en escala logarítmica, se representa como



Capítulo 5. Pruebas clásicas de RG a partir de una métrica con modificaciones de
Ungravity

78

]=

1000 107 1011 1015 1019 1023

10-45

10-35

10-25

10-15

10-5

Mu (MeV)

Λ u(M
eV

)

Corrimiento al rojo gravitacional

du=
3

2

du=2

du=3

du=4

FIGURA 5.4: Espacio de parámetros con cotas dadas por el experi-
mento Pound-Rebka a la ecuación modificada de corriemiento al rojo
gravitacional, obtenida a partir de una métrica de Schwarzschild mo-

dificada.

5.5. Comparaciones

Como parte final de este trabajo, se realizan comparaciones entre los espacios de
parámetros generados a partir de las distintas ecuaciones modificadas, aplicadas a
las pruebas clásicas de la Relatividad General. En la comparación también se inclu-
yen dos casos tomados de la literatura. Todas las gráficas tienen ambos ejes en escala
logarítmica.
Primero se consideran los espacios de parámetros que resultan del potencial modi-
ficado , luego los tres casos para el fenómeno de precesión en la órbita de Mercurio,
después los tres casos para el corrimiento al rojo gravitacional y finalmente todos los
casos, incluyendo el de la constante cosmológica y el de la ley de inverso cuadrado.

Los primeros casos a considerar son el espacio de parámetros presentado en
Goldberg y Nath, 2008, obtenido al calcular las contribuciones de Ungravity en des-
viaciones de la ley de inverso cuadrado, mostrados en la gráfica como líneas pun-
teadas, y los resultados del capítulo 4, mostrados en la gráfica como líneas sólidas,
obtenidos de calcular la precesión al perihelio de Mercurio. Ambos casos a partir del
potencial (4.6).
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FIGURA 5.5: Comparación entre los espacios de parámetros obteni-
dos con las cotas para la precesión del perihelio de Mercurio y para
la desviación a la ley de inverso cuadrado, a partir de un potencial

Newtoniano modificado.
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Siendo las líneas punteadas los resultados de la desviación de la ley de inver-
so cuadrado, puede notarse que la única contribución nueva en la región válida (por
encima de las demás rectas) es la recta para el caso du = 3

2 de la precesión a partir del
potencial modificado (cabe mencionar que este valor para du no es considerado en
la referencia en cuestión). Esta línea representa la mejor cota el espacio de paráme-
tros hasta su intersección con la línea punteada azul, que representa la cota obtenida
para la ley de inverso cuadrado modificada, para el caso du = 2. La intersección se
da aproximadamente en una masa del orden ∼ 1015GeV.

Al visualizar por separado las líneas para du = 2,du = 3 y du = 4, para ambos
experimentos, se observa que las líneas que acotan la región válida para la energía
característica son paralelas y que las cotas que resultan de estudiar la precesión de
las órbitas planetarias aparecen por debajo de las punteadas, es decir, en la zona des-
cartada por el experimento de la ley de inverso cuadrado con modificaciones.

Ahora, se comparan los espacios de parámetros resultado de resolver el proble-
ma de órbitas planetarias, a partir del potencial (4.6), la fuerza (4.83) y la métrica
modificada (5.77). En cada una de las gráficas se muestran los tres casos menciona-
dos para un solo valor de du.
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FIGURA 5.6: Comparación entre los espacios de parámetros para co-
tas obtenidas de la precesión de la órbita de Mercurio, a partir de un
potencial Newtoniano modificado, una fuerza Newtoniana entrópica
modificada y una métrica de Schwarzschild modificada. Se muestran

du = 3
2 y du = 2
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FIGURA 5.7: Comparación entre los espacios de parámetros para co-
tas obtenidas de la precesión de la órbita de Mercurio, a partir de un
potencial Newtoniano modificado, una fuerza Newtoniana entrópica
modificada y una métrica de Schwarzschild modificada. Se muestran

du = 3 y du = 4

En las gráficas anteriores puede verse que el espacio de parámetros queda acota-
do prácticamente de la misma forma utilizando las tres ecuaciones modificadas. En
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particular, el modelo de órbitas planetarias usando el potencial modificado de Gold-
berg, en el caso du = 3

2 , resulta en el mismo valor numérico que la cota obtenida
mediante la fuerza modificada, para el mismo valor de du (ver tablas de la secciones
4 y 2). En este caso la línea de las órbitas a partir de una métrica modificada queda
por encima de ambas.
Para el caso de du = 2 la línea que acota el espacio de parámetros obtenida de la
fuerza modificada queda por encima de las otras dos, las cuales están prácticamente
una sobre la otra. Para los casos du = 3 y du = 4 las rectas tienen una separación
mayor entre ellas. Para du = 3 la cota obtenida para la precesión de Mercurio es la
que mejor acota el espacio de parámetros y para du = 4 la mejor cota proviene de la
fuerza modificada.

Por otro lado, se muestran las comparaciones para el espacio de parámetros ob-
tenido al estudiar el fenómeno de corrimiento al rojo gravitacional, utilizando las
aproximaciones clásicas para el potencial y la fuerza fuerza modificados, así como
la métrica de Schwarzschild modificada.
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FIGURA 5.8: Comparación entre las cotas obtenidas para el corrimien-
to al rojo gravitacional, a partir de distintas ecuaciones con correccio-

nes de Ungravity. Se muestran los casos du = 3
2 y du = 2
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FIGURA 5.9: Comparación entre las cotas obtenidas para el corrimien-
to al rojo gravitacional, a partir de distintas ecuaciones con correccio-

nes de Ungravity. Se muestran los casos du = 3 y du = 4

Como puede observarse, las cotas obtenidas a partir de la métrica modificada y
a partir de la fuerza modificada son iguales en cada caso y quedan por encima de la
cota obtenida mediante el potencial modificado.

Por último, se realizó la comparación de todos los fenómenos considerados en
este trabajo. Se incluyen los casos tomados de la literatura, para desviaciones a la
ley de inverso cuadrado a partir de un potencial modificado y para la constante
cosmológica efectiva; además se incluyen las cotas obtenidas para pruebas clásicas
de la Relatividad General, para cada valor de du en las siguientes gráficas, se tomó
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la mejor cota para las órbitas planetarias y la mejor cota para el corrimiento al rojo
gravitacional.
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FIGURA 5.10: Comparación de espacios de parámetros con cotas de
entre los cinco modelos para du = 3

2 y du = 2.
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FIGURA 5.11: Comparación entre los cinco modelos para du = 3 y
du = 4.

Como puede verse de las figuras anteriores, en los casos de du = 2, 3 y 4 la
recta que acota mejor el espacio de parámetros es la obtenida con la desviación a la
ley de inverso cuadrado usando un potencial modificado, seguida de ésta aparece
la de la constante cosmológica efectiva y luego, en una región que se vuelve más
pequeña al crecer el valor de du, todas las demás. Para el caso de du = 3

2 la línea que
acota mejor el espacio de parámetros es la de las órbitas planetarias a partir de una
métrica modificada, seguida de las rectas obtenidas para órbitas planetarias a partir
de aproximaciones clásicas (el potencial y la fuerza). Por debajo aparecen las rectas
correspondientes a la constante cosmológica, la deflexión de la luz y el corrimiento
al rojo gravitacional en ese orden. Cabe mencionar que para este valor de du no hay
cota reportada para la desviación de la ley del inverso cuadrado en Goldberg y Nath,
2008. En general, puede notarse que conforme aumenta el valor del parámetro du las
rectas que acotan el espacio de parámetros aparecen más dispersas.
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Capítulo 6

Conclusiones

En general, el modelo Unparticles contribuye en las ecuaciones que describen la

interacción gravitacional con un término que va como
(

RG
r

)2du−2
. Fijando el valor de

du y considerando experimentos a distintas escalas, se obtienen cotas para el valor
RG. Así, al variar la masa, se obtienen cotas para la región permitida para la energía
característica del modelo. Los experimentos considerados en este trabajo van desde
la escala de un sistema en la superficie de la tierra (experimento Pound-Rebka), la
escala de la tierra (eclipse solar), la escala del sistema solar (órbitas planetarias) y la
escala cosmológica. Se observa que las cotas para los diferentes sistemas considera-
dos son consistentes entre sí. Como puede observarse en la última comparación de
la sección anterior, para du = 2, 3 y 4, parece que la región permitida para la energía
Λu se acota de mejor manera al considerar experimentos a escalas mayores.
Al estudiar un mismo fenómeno utilizando distintas ecuaciones, en este caso una
aproximación clásica para la fuerza, otra para el potencial y una métrica modificada,
se puede observar con qué precisión cada una de las ecuaciones describe a ese siste-
ma en particular y hasta qué término las contribuciones son significativas, ejemplo
de ello es que la fuerza modificada, en la que se considera hasta segundo orden, tie-
ne los mismos resultados para la precesión de mercurio que la métrica modificada.
Además, los resultados de este trabajo se puede reiterar que probar las ecuaciones
modificadas en sistemas semi clásicos es una buena alternativa para descartar los
modelos que proveen dichas modificaciones o proponer otros sistemas para probar
su consistencia.
Por último, como proyección de este trabajo a futuro, se considera interesante la ob-
tención de soluciones numéricas para un valor general de du, ello una vez que se ha
comprobado que las cotas son consistentes entre sí y con lo encontrado en la litera-
tura.
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